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第 28 届全国中学生物理竞赛决赛试题及参考解答 

 

  一．（15 分）在竖直面内将一半圆形光滑导轨固定在 A、B 两点，导轨直径 =2AB R，

AB 与竖直方向间的夹角为60，在导轨上套一质量为m 的光滑小圆环．一劲度系数为 k 的

轻而细的光滑弹性绳穿过圆环，其两端系于 A、B

两点，如图所示．当圆环位于 A 点正下方 C 点时，

弹性绳刚好为原长．现将圆环从C 点无初速度释

放，圆环在时刻 t 运动到 'C 点， 'C O与半径OB

的夹角为．重力加速度为 g．试分别对下述两种

情形，求导轨对圆环的作用力的大小： 

1． 90 = ； 

2． 30 = ． 

 

    参考解答： 

    1．设弹性绳在时刻 t 的伸长量为 L , 弹性绳的张力为T , 小圆环下降的高度为 H ．当

90 = 时，小圆环受到导轨的正压力 N、竖直向下重力 mg 和弹性绳的沿 'C A和 'C B 两

个方向的张力，见图 1．根据几何关系有 

     
4 cos 45 2 (cos30 sin30 )

(2 2 3 1) 0,                     (1)

L R R

R

 = − + 

= − − 
        

这说明绳是张紧的． 

    2 sin(45 30 )H R= −             （2） 

根据牛顿运动定律，这时有 

   

2

2 cos 45 cos30
m

N T mg
R

+ −  =
v

   (3) 

式中， v是小圆环此刻运动速度的大小．小圆环在

下降过程中机械能守恒 

2 21 1

2 2
mgH m k L= + v           （4） 

根据胡克定律有 

         T k L=                     （5） 

由以上各式得 
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 
= −− 
 

= −

+ − −
                         （6） 

    2．当 30 = 时，弹性绳的伸长量为 

  
2 (cos15 sin15 ) 2 (cos30 sin30 )

   0.28 3 1 0( 6 )

L R R

R R

 = +  − +

= −= − − 


                       （7） 

弹性绳处于松弛状态, 0T = ，小圆环受力如图 2 所示．根据牛顿运动定律有 

              

2

cos30
m

N mg
R

−  =
v

      （8） 

整个过程机械能守恒，有 

        
21

2
mgH m= v                (9) 

  由几何关系得 

        2 sin15 sin 45H R=         （10） 

由（8）、（9）、（10）式得 

3 3
1.61

2
N mg mg

 
= =− 
 

          (11) 

 

    评分标准： 

    本题 15 分． 

第一问 8 分，（1）（2）式各 1 分,（3）式 2 分，（4）（5）式各 1 分，（6）式 2 分； 

第二问 7 分，（7）式 1 分，（8）式 2 分，（9）（10）式各 1 分，（11）式 2 分． 

 

 

 

二．（15 分）如图，在水平地面上有一质量为M 、长度为 L的小车．车内两端靠近底

部处分别固定两个轻弹簧，两弹簧位于同一直线上，其原长分别为 1l 和 2l ，劲度系数分别为

1k 和 2k ；两弹簧的另一端前分别放着一质量为 1m 、 2m 的小球，弹簧与小球都不相连． 

开始时，小球 1 压缩弹簧 1 并保持整个系统处于静止状态，小球 2 被锁定在车底板上，

小球 2 与小车右端的距离等于弹簧 2 的原长．现无初速释放小球 1，当弹簧 1 的长度等于其

原长时，立即解除对小球 2 的锁定；小球 1 与小球 2 碰撞后合为一体，碰撞时间极短．已知

所有接触都是光滑的；从释放小球 1 至弹簧 2 达到最大压缩量时，小车移动了距离 3l ．试求

开始时弹簧 1 的长度 l 和后来弹簧 2 所达到的最大压缩量 2l ． 
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    参考解答： 

以地面为参考系，取水平向左为 x轴正方向．由题意
1l l ． 在小球 1 从释放至运动到

与小球 2 刚好接触的过程中，小球 1、2 与小车作为一个整体，总能量与总动量守恒，故 

( )1 0 2 0 0m M m V− + + =v                       （1） 

( )2 2 2

1 0 2 0 1 1

1 1 1
( )

2 2 2
m M m V k l l+ + = −v            （2） 

式中，
0v 和

0V 分别表示在小球 1、2 刚好接触时小球 1 和小车的运动速率． 

    考虑从小球 1 和 2 相碰至两小球合为一体时的碰撞过程．由于碰撞时间极短，弹簧 2

还没有来得及被压缩，可忽略弹簧 2 的弹力．此过程中，小球 1 和 2 作为一个整体动量守恒，

故 

                            ( )2 0 1 0 1 2m V m m m− = − +v v                   （3） 

式中， v表示在碰后的瞬间小球 1 和 2 的共同速率． 

    当弹簧 2 达到最大压缩时，小球 1、2 与小车三者相对静止，由动量守恒与系统总动量

为零可知，这时小车相对于地面的速度为零．在从小球 1 和 2 刚合为一体时至弹簧 2 达到最

大压缩的过程中，系统能量守恒，故 

                            ( )2 2 2

0 1 2 2 2

1 1 1

2 2 2
MV m m k l+ + = v              （4） 

联立（1）至（4）式得 

               1 1
2 1

2 2 1 2

( )
( )( )

k Mm
l l l

k M m m m
 = −

+ +
                  （5） 

考虑从小球 1 释放至弹簧 2 达到最大压缩的全过程．小球、弹簧及小车作为一个整体，

所受到的合外力为零，系统质心的位置在整个过程中应当保持不变，即 

              1 2 3 1 1 1 2 1 2 2( ) [( ) ( )] ( ) 0M m m l m l l L l l m m l+ + − − + − − − +  =     （6） 

联立（5）和（6）式得 
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+ +
+ − +
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+

+
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                       （7） 
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1 1 1
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M m m
l l L l

m
l

m m k M m m m

m k Mm

+ +
+ − +

 =
+ + +

+

                （8） 

    评分标准： 

    本题 15 分． 

（1）（2）（3）（4）式各 2 分，（6）式 3 分，（7）（8）式各 2 分． 
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三．（20 分）某空间站 A 绕地球作圆周运动，轨道半径为 6

A 6.73 10 mr =  ．一人造地

球卫星 B 在同一轨道平面内作圆周运动，轨道半径为

B A

3

2
r r= ，A 和 B 均沿逆时针方向运行．现从空间站上发

射一飞船(对空间站无反冲)前去回收该卫星．为了节省燃

料，除了短暂的加速或减速变轨过程外，飞船在往返过程

中均采用同样形状的逆时针椭圆转移轨道，作无动力飞

行．往返两过程的椭圆轨道均位于空间站和卫星的圆轨道

平面内，且其近地点和远地点都分别位于空间站和卫星的圆轨道上，如图所示． 

已知地球半径 6

e 6.38 10 mR =  ，地球表面重力加速度 29.80m/sg = ． 

试求： 

1．飞船离开空间站 A 进入椭圆转移轨道所必需的速率增量
Av ，若飞船在远地点恰与

卫星 B 相遇，为了实现无相对运动的捕获, 飞船所需的速率增量
Bv ． 

2．按上述方式回收卫星，飞船从发射到返回空间站至少需要的时间，空间站 A 至少需

绕地球转过的角度． 

忽略飞船在变轨过程中所用的短暂时间及在此相应时间内绕地球转过的角度． 

    参考解答： 

    1．设空间站 A 和卫星 B 的速度大小分别为 A0v 和 B0v ，则由牛顿引力定律得 

   

2

A0

2

A A

mGmM

r r
=

v
                               （1） 

                
2

e

Gm M
m g

R


=                                （2） 

式中，m 和 M 分别是飞船和地球的质量，m和 g 分别是地球表面上的某一物体的质量和重

力加速度．由（1）和（2）式得 

     
A0 e

A

g
R

r
=v                                （3） 

同理有 

     
B0 e

B

g
R

r
=v                                （4） 

飞船进入椭圆转移轨道后，其机械能为 

地球 
A

B转移轨道 
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2

GmM
E

a
= −                               （5） 

式中，2a 是椭圆轨道的长轴．由几何关系有 

         
A B2a r r= +                               （6） 

设飞船在近地点和远地点处的速度大小分别为
Av 和

Bv ，则 

                  
2

A

A

1

2 2

GmM GmM
m

r a
− = −v                   （7） 

由（1）和（7）式得 

          
A e

AA

1 11 1
2 ( ) 2

22
GM R g

r ar a

 
−= − =  

 
v      （8） 

同理，有 

           
B e

B

1 1
2

2
R g

r a

 
−=  

 
v                      （9） 

由(3)、（8）式和题给条件得 

             
A A A0 e

A

6
1

5

g
R

r

 
 = − = − 

 
v v v =735m/s         （10） 

由(4)、（9）式和题给条件得 

       
B B0 B e

A

2 8

3 15

g
R

r

 
 = − = − 

 
v v v =664m/s      （11） 

    2．设空间站 A、卫星 B 和飞船的运动周期分别为 TA、TB和 T，根据开普勒第三定律有 

             

2 2 2

A B

3 3 3

A B

T T T

r r a
= =               （12） 

式中 

              A
A

A0

2πr
T =

v
                 （13） 

飞船从 A 到 B 过程所用的时间为 

               
1

2

T
t =                   （14） 

经 1t 时间和无相对运动的捕获后, 飞船和卫星B同时到达远地点N并开始以相同速率 Bv 和

半径 Br 作圆周运动，此时空间站 A 绕地球转过角度 A ，位置如图 1 所示, 且 

      1
A

A

360
t

T



 =              （15） 

可见，飞船经历了椭圆轨道半个周期 1t 后, 空间站 A 相对于飞船超前了 

O 

B

图 1 

N

A

A
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0 A 180    −           （16） 

如果想选择一个合适的时刻，开始使捕获了卫星的飞

船经短暂减速后，沿同样形状的椭圆轨道在近地点 M 和

空间站 A 相遇, 如图 2 所示；则 A 与飞船必须处于这样的

相对位置，即空间站 A 须超前飞船 

   
0360 ,     1,2,n n  =  − =      （17） 

    设从飞船捕获了卫星时刻算起，经 t 时间后运动到

上述相对位置, 则应满足 

  A

A B

360 360
180t t

T T
 

    
 +  + − =    

   
     （18）            

由(3)、（12）、（13）、（15）、（17）和（18）式得 

          
A A B

B A

180
min min

360

T T
t

T T

  + − 
 =  

 − 
                        （19） 

由(3)、（12）、（13）、（14）和（19）式得，飞船从发射到返回空间站至少需要的时间为 

          

( )

m 1

3/2

3/2B A
3/2 4A

B A
3/2 e

A B

2 min

1 /
2 2

1 /      1.50 10 s2

2 1 /

t t t

r r
r

r r
R g

r r



 =  + 

 + 
−   

+= =     + 
  − 

        （20） 

空间站 A 绕地球转过的相应的角度为 

m
Am

A

360 981
t

T



 =  =                                    （21） 

    评分标准：  

    本题 20 分． 

第一问 10 分，（1）（2）（5）（6）式各 1 分，（7）（10）（11）式各 2 分；                     

第二问 10 分，（12）（13）（14）式各 1 分，（18）式 3 分，（20）（21）式各 2 分． 

 

四．（15 分）摩尔质量为  的某种理想气体，从左向右流过一内壁光滑的长直水平绝热

导管，导管内横截面的面积为 S．1 摩尔绝对温度为T 的该气体的内能为
5

2
RT ，式中R 为

普适气体常量． 

1．将一加热装置固定放置在管的中部，以恒定功率W 给气体加热，如图 1 所示．假设

该装置对气流的阻力可忽略．当气流稳定后，管中气体虽然在加热装置附近的状态不均匀, 

但随着与加热装置距离的增加而逐渐趋于均匀．在加热装置左边均匀稳流区域中，气体的压

强为 0p ，温度为 0T , 向右流动的速度为 0v ．已知加热装置右边均匀稳流区域中气体的压强

为 1p ，试求该区域气体的温度 1T ． 

O 

B

图 2 

M

A0
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图 1 

 

2．现将管中的加热装置换成一多孔塞，如图 2 所示．在气流稳定后，多孔塞左边气体

的温度和压强分别是 0T 和 0p ，向右流动的速度为 0v ；多孔塞右边气体的压强为 2p

（ 2 0p p ）．假设气体在经过多孔塞的过程中与多孔塞没有任何形式的能量交换，求多孔

塞右边气体的流速 2v ． 

 

 

 

 

 

 

 

图 2 

 

    参考解答： 

1．考虑管的横截面 AB 和CD之间的气体, 其中横截面 AB 和CD都位于气体的均匀稳

流区域内；经过 t 时间，该气体的左右边界分别运动到管的横截面 A B 和C D 处, 如图 1

所示．适当选取时间间隔 t 的长短，可使得横截面 A B 位于气体的均匀稳流区域内．因而，

ABB A 和CDD C 区域内各点均在气体的均匀稳流区域内．设加热装置右方均匀稳流区域

内气体的流速为 1v ．根据功能原理有 

           0 0 1 1[ ( ) ( )]W t p S t p S t E +  −  = v v                         （1） 

  

 

 

 

 

 

 

                                   图 1 

加

热
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0T

0v

1p

多

孔

塞 
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0 0p T，
2p

加

热

装

置 0 ,p
0T

0v

1T

A C

B D

A C

B D

1, p
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式中, E 表示气体在 A B D C   区域内和在区域 ABDC 内两种情形下能量之差．考虑到在

稳定状态下，气体在两区域 ABDC 和 A B D C   的公共区域 A B DC  中的能量相同； E 应

当等于处于区域CDD C 和 ABB A 中的气体的能量之差 

 

      
2 2

1 1 0 0

1 5 1 5

2 2 2 2

m m
m RT m RTE

 

    
 +  + = −   

   
v v             （2） 

式中, m 为 ABB A 范围内气体的质量．由于气体在从区域 ABDC 运动到区域 A B D C   

的过程中，质量不变，在CDD C 范围内气体的质量也等于 m ．由理想气体状态方程有 

                           
0 0 0( )

m
p S t RT




 =v                         （3） 

                           1 1 1( )
m

p S t RT



 =v                          （4） 

联立（1）、（2）、（3）和（4）式得 

              

222
0 0 1 02 10

1 1 2 32
0 0 0 0 00

7 27
1 0

RT WRT p TpRT
T T

p p S p 

   
+ ++ − =   

    v vv
     （5） 

其解为 

        

2

1 0 10 01
1 0 22 2

0 0 00 0 0 0 0

77 1 8
4 28

2 2

p RT pRT RTp W
T T

p pp p S  

     
= − + + + +    

    
vv v v

  （6） 

负根不合题意，已舍去． 

    

2．考虑管的横截面 AB 和CD之间的气体, 经过 t 时间，该气体的左右边界分别运动

到管的横截面 A B 和C D 处, 如图 2 所示． 

 

 

 

 

 

 

                                  图 2 

根据功能原理有 

  
2 2

2 2 0 00 0 2 2

1 5 1 5
( ) ( )

2 2 2 2

m m
m RT m RTp S t p S t

 

    
 +  + −  = −   

   
v vv v   （7） 

式中, m 为 ABB A 范围内气体的质量．由于气体在从区域 ABDC 运动到区域 A B D C   

的过程中，质量不变，在CDD C 范围内气体的质量也等于 m ．由理想气体状态方程有 

A CA C

0 ,p
0T

0v

B DB D

多

孔

塞 

2v

2p
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                           0 0 0( )
m

p S t RT



 =v                          （8） 

                           
2 2 2( )

m
p S t RT




 =v                          （9） 

由（7）、（8）和（9）式得 

                         
02 202

2 2 02

00 0

1 77 0
RTRTp

p 

 
++ − = 

 
v v v

vv
            （10） 

其解为 

                  

2

020 02
2 0 22 2

0 00 0 0

77 1
4 28

2 2

RTpRT RTp

pp  

 
 

=  − + + +  
   

v v
vv v

    （11） 

负根不合题意，已舍去． 

    评分标准： 

    本题 15 分． 

第一问 8 分，（1）（2）式各 2 分，（3）（4）（5）（6）式各 1 分； 

第二问 7 分，（7）式 3 分，（8）（9）（10）（11）式各 1 分． 

 

五．（15 分）如图，一个三棱镜 ABC 的顶角 小于 90o． 假

设光线在纸面内以任意入射角入射到 AB 面上的 D 点，经一次

折射后，又入射到 AC 面上，且都能在 AC 面上发生全反射．已

知光线在 AC 面上发生全反射的临界角为 （ 45  ），AC

边足够长．试在下列两种情形下分别求三棱镜顶角 的取值

范围： 

1．如果光线仅从 AB 面上法线的下方入射； 

2．如果光线仅从 AB 面上法线的上方入射． 

 

    参考解答（一）： 

    1．考虑光线仅从 AB 面上法线下方入射, 如图 1 所示，在 AB 面上发生折射，根据折射

定律有 

0sin sini n r=                         （1） 

式中， 0i 和 r 分别是光线在 AB 面上的入射角和折射角，n 是棱镜的折射率．在 AC 面上发

生全反射应满足 

                   1sin 1n i                （2） 

式中， 1i 是光线在 AC 面上的入射角．在 ADE 中有 

              ( ) ( )190 90 180r i + − + − =
 

由此可得 

A 

B C 

α 
D

A 

B C 

i0 
r i1 

D E 
α 

图 1 
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                   1 0i r= −             （3） 

 

将（3）式代入（2）式有 

( )1sin sin 1n i n r= −                        （4） 

因为 0i 、 都为锐角，结合（1）式，利用三角函数关系得 

2 2

0 0sin sin 1 cos sinn i i −  +               （5） 

对（5）式两边平方得 

2 2 2

0 0sin 2cos sin (1 sin ) 0i i n + + −               （6） 

上式取等号时的解为 

2

0sin cos 1sini n = −  −  

或 

                       ( )0sin sini n  =  −                            （7） 

式中，已利用了 

                       sin 1n  =  

由于 00 sin 1i  ，（6）式的解 0sin i 应满足 

                     ( )00 sin min{1, sin }i n    −                  (8) 

从（8）式可看出，当光线仅从 AB 面上法线的下方入射时，为了使入射角 0i 取任意值时，

光线在 AC 面上都发生全反射，三棱镜顶角 的取值范围为 

                        2                                        （9） 

    2．考虑光线仅从 AB 面上法线的上方入射，如图 2 所示．根据几何关系得 

                  1i r= +                    （10） 

 

在 AC 面上发生全反射应满足 

      sin( ) 1n r +                            （11） 

采用 1 中相同的方法可得 

      
2 2 2

0 0sin 2cos sin (1 sin ) 0i i n − + −     （12） 

上式取等号时的解为 

2

0sin cos 1sini n =  −  

或 

                      ( )sin sini n  = 0                         （13） 

A 

B C 

i0 

i1 

α 

r 

图 2 
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A 

B C 

D





图 3 

由于 00 sin 1i  ，（12）式的解 0sin i 应满足 

                     ( )  0max 0, sin sin 1n i   −               （14） 

从（14）式可看出 

                                                             （15） 

 

当光线仅从 AB 面上法线的上方入射时，我们还必须保证光线以任意入射角入射到 AB

面上，经一次折射后，能入射到 AC 面上的条件．为此，让光线沿 AB 面掠入射到 D 点

（ 0 90i = ）发生折射，如图 3 所示．容易看出，当且仅当 

                       90  −                  （16）  

时，折射光线才能射到 AC 面上．联立条件（15）和（16）式得  

                          45                              

这与题设条件一致． 

由（15）和（16）式知，当光线仅从 AB 面上法线的上方入 

射时，为了使入射角 0i 取任意值时，光线在 AC 面上都发生全反 

射，三棱镜顶角 的取值范围为 

               90    −                  （17） 

                         

    评分标准： 

    本题 15 分． 

第一问 7 分，（1）（2）（3）（6）（8）式各 1 分，（9）式 2 分； 

第二问 8 分，（10）（11）（12）（14）式各 1 分，（15）（16）式各 2 分． 

 

  

    参考解答（二）： 

    1．考虑光线仅从 AB 面上法线的下方入射．先考虑沿 AB 面掠入射的光线，此时的折射

角 r 即为全反射临界角 

                    r =             （1） 

如图 1 所示．如果此光线在 AC 面上能发生全反射，则此光线在 AC

面上的入射角 1i 应当满足 

                    1i              （2） 

在 ADE 中有 

                    ( ) ( )190 90 180r i + − + − =
 

由此可得 

                    1r i = +          （3） 

 

由（1）、（2）和（3）式得 

图 1 

A 

B C 

D




E 
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                    2            （4） 

    再考虑垂直于 AB 面入射的光线，如图 2 所示．如果此光线在 AC 面上能发生全反射，

则此光线在 AC 面上的入射角 1i 应当满足 

                           1i                （5） 

在 ADE 中有 

( )190 90 180i + + − =   

由此可得 

                            1i =              （6） 

由（5）和（6）式得 

                                                                 （7） 

     由（4）和（7）式可看出，当光线仅从 AB 面上法线的下方入射时，为了使入射角 0i 取

任意值时，光线在 AC 面上都发生全反射，三棱镜顶角 的取值范围为 

                           2                                     （8） 

 

    2．考虑光线仅从 AB 面上法线的上方入射．考虑沿 AB 面掠入射的光线，此时的折射角

r 即为全反射临界角 

                           r =                （9） 

如图 3 所示．如果此光线能与 AC 面相交，则 

                            90  −          （10） 

由图 3 从几何关系可知 

                            1i              （11） 

可见此光线能在 AC 面上发生全反射． 

    由（7）和（10）式得，当光线仅从 AB 面上法线的上方入

射时，为了使入射角 0i 取任意值时，光线在 AC 面上都发生全

反射，三棱镜顶角 的取值范围为 

 

                         90    −       （12） 

 

    评分标准： 

    本题 15 分． 

第一问 9 分，（1）（2）（3）式各 1 分，（4）式 2 分，（5）（6）式各 1 分，（7）式 2 分； 

第二问 6 分，（9）式 1 分，（10）式 2 分，(11)式 2 分，得出（12）式中下限的再给 1 分． 

 

 

 

 

 

图 2 

A 

B C 

D



E 

图 3 

A 

B C 

D


E 


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    六．（20 分）一电荷量为 q 的点电荷产生的电场在距离它为 r 处的电场强度的大小为

e 2

q
E k

r
= ，式中 ek 为常量；一条长直导线中通有电流 i 时，它所产生的磁场在与导线相距为

r(远小于长直导线的长度)处的磁感应强度的大小为 m

2i
B k

r
= ，式中 mk 也为常量． 

上述两常量比值的平方根 e

m

k

k
可用如图所示的实验装置，通过低频（约几百 Hz）的电

场和磁场来测定．图中 A、B 表示水平放置的、电容为 1C 的平行板电容器的极板，极板为正

方形，边长为 1a (极板间距远小于 1a )． 极板 B 固定，极板 A 悬挂在天平臂一端的挂钩上．M、

N 为两根水平放置的平行长直金属细杆，长度均为 2a ，两杆间的距离为h ( 2h a )． 杆 N

固定，杆 M 悬挂于天平臂的另一端挂钩上． 2C 为一个已知电容器的电容，K 是电键．交流

电源的电压 u 与时间 t 的关系为 0 cos 2u =U ft ，其中 f 表示交流电的频率．各部分通过导

线如图连接．己知在电键 K 打开时，天平已调节至平衡．接通电源后，天平将失去平衡．通

过调节交流电源的频率，可使天平重新达到平衡（注意：由于天平具有惯性，实际上是交流

电的平均效果使天平平衡）． 试求 e

m

k

k
的表达式． 

图中的双线可视为刚性绝缘杆，单实线为导线，曲线表示柔软无质量的导线．不考虑

电场、磁场的边缘效应．不考虑导线磁场对 M 和 N 的影响． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    参考解答： 

根据题意可知，通电后天平失去平衡，是由于电容器 1C 的极板 B 对极板 A 的静电力与

长直金属杆 N 对 M 的磁力不相等的结果． 

先考察极板 A 受到的静电力．当电源的电压为u 时， 1C 极板上的电量为 

                            1q C u=                                (1) 

h

=

A
B

1a

1C
u

2a

2C

M

N

K

~
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不考虑边缘效应，平板电容器的电容为 

                               

2

1
1

e 14

a
C

k h
=


                             (2) 

式中， 1h 是平板电容器的极板间距． 

    电容器中电场强度的大小为 

                                

1

u
E =

h
                                 (3) 

由(1)、(2)和(3)式得 

                                 e 2

1

4
q

E = k
a

                            (4) 

由对称性和场强叠加原理可知，极板 B 上的电荷单独产生的电场强度的大小 

                                  1

1

2
E E=                               (5) 

极板 A 受到的静电力的大小为 

                                 e 1F qE=                                (6) 

方向向下。由(4)、(5)和(6)式得 

                                
2

e e 2

1

2π
q

F k
a

=                               (7) 

利用(1)式，(7)式可表示为 

                                
2 2

1
e e 2

1

2π
C u

F k
a

=   

即 

2
2 21

e e 02

1

2π cos (2 )
C

F k U ft
a

=                 (8)           

     再考察金属杆 M 受到的磁力．金属杆 M、N 与电容 2C 串联后接在交流电源两端，通

过杆的电流就是通过 2C 的电流．若用 0U 表示电容两端电压的峰值，则通过电容的电流的峰

值 

                         0
0 2 0

2

2
1

2

U
I fC U

fC

= = 



                        (9) 

所谓交流电通过电容，实际上是电容不断充电和放电的过程，当极板上的电量或两极板

间的电压最大时，充电结束，此时刻电流为 0；接着放电, 极板上的电量或电压由大变小,

电流反向，当电量或电压变为 0 时，电流最大．所以电流和电压的变化不是同步调的，两者
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相差四分之一周期．当极板两端电压为 

0 cos 2u =U ft
 

时，通过电容 2C 的电流应为 

                        2 2 0

π
2π cos(2π )

2
i fC U ft= +                       (10) 

不考虑边缘效应, 杆 N 在杆 M 处产生的磁感应强度的大小为  

                          2
m2

i
B k

h
=                                 （11） 

杆 M 受到的磁场力为 

                         m 2 2F Bi a=                                    (12)                           

方向向下。由(10)、(11)和(12)式有 

2 2 2 2 22
m m 2 0

π
2 4π cos (2π )

2

a
F k f C U ft

h
= +              （13） 

调节交流电频率 f ，使得天平两边电力和磁力对时间的平均值相等，即 

                        e m( ) ( )F t F t=                               （14）                     

从而可得 

                 e 2 1 2

m 1

π
2

k C a a
f

k C h
=                          (15)              

    评分标准： 

    本题 20 分． 

（1）（2）（3）（5）（6）式各 2 分； 

（9）式 2 分，（10）（11）式各 1 分，（12）（14）（15）式各 2 分． 
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七．（20 分）两个劲度系数均为 k 的相同的轻质金属弹簧，上端固定在水平绝缘横杆上，

竖直下垂，下端与一质量为m 的匀质刚性金属杆连接，金属杆的长度为 l , 杆长与两弹簧的

间距相等．将金属杆置于磁感应强度为 B 的匀强磁场中，磁场方向垂直于纸面向内．杆、弹

簧和交流电源 u 构成一闭合电路，金属杆和弹簧的电阻可忽略；且回路电流的磁场远弱于外

磁场 B ，如图 1 所示．在图 2 中，一自感和一电容并联后接到同样的交流电源 u 上．若在图

1 和图 2 所示的两回路中，在任何时刻，通过电源的电流都一样．试将图 2 中电容C 和自感

L用图 1 中的装置的已知参量表示． 

  

                                                              

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    参考解答： 

    考虑图 1 所示装置。未接电源时，金属杆静止在平衡位置．取此平衡位置为坐标原点，

竖直向上为 z 轴正方向．当回路电流为 ( )i t （取从右流向左通过电源的电流为正）时，金属

杆受到弹簧的弹性力和重力的合力以及磁场的安培力的作用，而在竖直方向运动，设杆在时

刻 t 沿 Z 方向的位移为 ( )z t ，速度为 ( )tv ，依据牛顿定律，它的动量在经过一个小的时间间

隔 t 后的变化率为 

                      2 ( ) ( )m k z t Bli t
t


= − +



v
                      (1) 

金属杆因竖直运动而切割磁力线，所产生的感应电动势为 

                             ( ) ( )t Bl t = v                               (2) 

式中， 

                             ( )
z

t
t


=


v                                 (3) 

按照全电路欧姆定律有 

                         ( ) ( )u t t=                                (4) 

    再考虑图 2 所示电路．由题意，回路通过电源的电流仍为 ( )i t ，它等于流过自感和电容

的电流 L ( )i t 和 C ( )i t 之和 

                             L C( ) ( ) ( )i t i t i t= +                          (5) 

B

l

~
u

k k

图 1 

u 

~

图 2 

C 

L 
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自感上的电动势
L ( )t 的大小为  

       L
L ( )

i
t L

t



=


                            (6) 

而电容C 满足 

   C L( )i t t C  =                              (7) 

按照全电路欧姆定律有 

                         L( ) ( )u t t=                               (8) 

    由(2)、 (3)、 (4)、(6)和(8)式得 

                             
LBl z L i =                               (9) 

由于我们选取金属杆在其中电流为零时的平衡位置为 Z 坐标原点，故 

                             ( ) 0z t = ，当 L ( )=0i t                       (10) 

由(9)和(10)两式可解得 

 L( ) ( )
L

z t i t
Bl

=                           (11) 

    由(2) 、(4)、(7)和(8)式得 

                              C

1
( )i t

t BlC


=



v
                        (12) 

将(5)、(11)和(12)式代入(1)式得 

( )2 2 2 2

C L( ) 2 ( ) 0
m

B l i t kL B l i t
C

 
− + − = 

 
              (13) 

此式对任意的 C ( )i t 和 L ( )i t 都成立，故 

             
2 2 2 20, 2 0

m
B l kL B l

C
− = − =                   (14) 

由此得 

2 2

m
C

B l
=                                     (15) 

2 2

2

B l
L

k
=                                     (16) 

    评分标准： 

    本题 20 分． 

（1）（2）式各 2 分，（3）（4）（5）式各 1 分，（6）（7）式各 2 分，（8）（9）（10）（11）（12）

式各 1 分，（13）式 2 分，（15）（16）式各 1 分． 
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     八．（20 分）朱棣文等三位科学家因成功实现中性原子的磁光俘获而获得了 1997 年

Nobel 物理学奖．对以下问题的研究有助于理解磁光俘获的机理（注意：本问题所涉及的原

子的物理特性参数，实际上都是在对大量原子或同一原子的多次同类过程进行平均的意义上

加以理解的）． 

1．已知处于基态的某静止原子对频率为 0v 的光子发生共振吸收，并跃迁到它的第一激

发态（见图 1）．然而，由于热运动，原子都处于运动中．假设某原子以速率 0v 运动，现用

一束激光迎头射向该原子，问恰能使该原子发生共振吸收的激光频率v为多少？经过共振吸

收，该原子的速率改变了多少？（
2

0hv mc ，m 是原子质量，
346.63 10 J sh −=   ） 

2．原子的共振吸收是瞬时的，但跃迁到激发态的原子一般不会立即回到基态，而会在

激发态滞留一段时间，这段时间被称为该能级的平均寿命．已知所考察原子的第一激发态的

平均寿命为 ．若该原子能对迎头射来的激光接连发生共振吸收，且原子一旦回到基态，便

立即发生共振吸收，如此不断重复，试求该原子在接连两次刚要发生共振吸收时刻之间的平

均加速度．注意：原子从激发态回到基态向各个方向发出光子的机会均等，由于碰撞频率极

高，因而由此而引起原子动量改变的平均效果为零． 

3．设所考察的原子以初速度 0v 沿 Z 轴正向运动，一激光束沿 Z 轴负向迎头射向该原子，

使它发生共振吸收．在激光频率保持不变的条件下，为了使该原子能通过一次接着一次的共

振吸收而减速至零，必须相应地改变原子能级，为此可让该原子通过一非均匀磁场 ( )B z ，

实现原子的磁光俘获，如图 3 所示．由于处于磁场中的原子与该磁场会发生相互作用，从而

改变原子的激发态能量（见图 2）．当磁感应强度为 B 时，原来能量为 E 的能级将变为

E E+ ，其中 E B = ， 是已知常量．试求磁感应强度B 随 z 变化的关系式． 

4．设质量为
261.0 10 kgm −=  的锂原子初速度

3 1

0 1.2 10 m s−=  v ，静止时的共振吸

收频率为
14

0 4.5 10 Hzv =  ，第一激发态的平均寿命
85.3 10 s −=  ．为使所考察的原子按

3 中所描述的过程速度减至零，原子通过的磁场区域应有多长？ 
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    参考答案： 

    1．设所考察原子的质量为m ，激光束的频率为 ；吸收光子后，原子的速度由 0v 变为

1v ，从基态激发至第一激发态．由题意，该原子第一激发态与基态的能量差为 0hv ．由原子

和光子组成的系统在吸收光子前后能量和动量均守恒，故 

                  
2 2

0 1 0

1 1

2 2
m hv m hv+ = +v v                             （1） 

                  0 1

hv
m m

c
− =v v                                      （2） 

从（1）和（2）式消去 1v 得 

                  0 0

2

2( )v v hv

c v mc

−
= +

2v
                               （3） 

注意到
2

0hv mc ，因而恰能使该原子发生共振吸收的激光频率为 

                  0

01

v
v

c

=

+
v

                                          （4） 

由（2）和（4）式可得该原子的速率变化，即 

                  0
1 0

01

hv

mc
c

− = −
 
+ 

 

v v
v

                                （5） 

     2．由于原子吸收光子后处在激发态上会滞留一段时间 才回到基态，当原子回到基态

后又立即再次发生共振吸收．因此，原子从共振吸收回到基态这段时间内的平均加速度为 

 0  
E

h



+0  

0B =  0B   

基态 

第一激发态 

图 1 

激光 

L 

z 

v0 

线圈 

图 3 
图 2 
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                    1 0a


 −
=
v v

                                         （6） 

式中，原子在共振吸收前、后的速率分别为 0
v 、 1

v ．利用（5）式，（6）式成为 

                    0 0

01

hv hv
a

mc
mc

c




= −  −
 

+ 
 

v
                         （7） 

加速度是负的，表示原子在不断发生共振吸收的过程中作减速运动．由于原子速度是热运动

的速度，它远小于光速，故可认为原子在不断发生共振吸收的过程中加速度大小恒定，原子

作匀减速运动． 

    3．由于原子在共振吸收后减速，由（4）式可知共振吸收频率要增大，故必须改变磁感

应强度的大小，否则共振吸收会终止．若让该原子进入磁感应强度的大小 B 随 z 变化的非均

匀磁场，则应让第一激发态相对于基态的能量差从 

0E hv=                                             （8） 

变为 

E E B = +                                         （9） 

于是，磁场中静止原子的共振吸收频率应增加为 

0

E
v v B

h h


 = = +                                   （10） 

当此原子在磁场中以速度 v运动时，根据共振吸收条件（4），能使此原子发生共振吸收的激

光的频率为 

                    
0

B

1 1

v B
v hv

c c


+


= =

+ +
v v

                               （11） 

（11）式说明：能使该原子发生共振吸收的激光的频率不仅与原子的运动速度有关，还与原

子所在处的磁场有关．原子因共振吸收而作匀减速运动．当原子以初速 0v 进入磁场后沿 z

轴运动距离 z 时，其速度为 

                     
2

0 2az= +v v                                      （12） 

若 z 处的磁感应强度的大小 ( )B z 能恰好使得 

                      Bv v=                                            （13） 
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则该原子将对于迎头射来的频率为v 的激光持续地发生共振吸收，从而不断减速．利用（4）

和（11）式，（13）式成为 

                     
0

0

01 1

v B
vh

c c


+

=

+ +
v v

                                 （14） 

将（12）式代入上式得 

                     

2

0 00

0

2azhv
B

c

+ −
=

+

v v

v
                           （15） 

    4． 由（12）式得，当 0=v 时有 

                      

2

0

2
z

a
= −

v
                                       （16） 

由（7）和（16）式得 

                       

2

0

02

m c
z

hv


=

v
                                    （17） 

代入题给数据得 

                       0.38mz =                                     （18） 

评分标准： 

本题 20 分． 

第一问 6 分，（1）（2）（3）（4）式各 1 分，（5）式 2 分； 

第二问 3 分，（6）式 1 分，（7）式 2 分； 

第三问 9 分，（8）（9）（10）（11）（12）式各 1 分，（13）（15）式各 2 分； 

第四问 2 分，（16）（18）式各 1 分． 

 


