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QUESTAO 1

ALTERNATIVA A

Basta verificar que apds oito giros sucessivos o quadrado menor retorna a sua posigao inicial. Como
2012=8x251+4, apbés o0 2012° giro o quadrado cinza tera dado 251 voltas completas no quadrado
maior e mais quatro giros, parando na posi¢ao que corresponde a alternativa A.

QUESTAO 2

ALTERNATIVA D

O primeiro triangulo da sequéncia é formado por trés palitos. Para n> 2, o tridngulo que ocupa a
posicdo n na sequéncia é formado acrescentando n tridngulos iguais ao primeiro ao triangulo
precedente. Logo, o total de palitos utilizados para construir o tridngulo que ocupa a posi¢ao n na

3n(n+1)

sequéncia é 3:-1+3-2++...+3n=3-(1+2+...+ n)= . Para saber em qual triangulo foram

usados 135 palitos, devemos resolver a equagéo w

=135, ou seja, n(n+1)=90. Por inspecgéo,

vemos que a raiz positiva dessa equagao é n=9; logo o tridngulo que estamos procurando é o0 nono
triangulo da sequéncia, cujo lado tem 9 palitos.

QUESTAO 3 1o0@BaE#7 §§1 0 -
ALTERNATIVA B § gg Eog
Apagando alguns numeros a mais, obtemos a figura acima e notamos o} segumte padrao 0s numeros

que nado sdo apagados sdo 1, 2 e os da forma 3n+1 para n>1. Para verificar que esse padréo se
estende até 1000, distribuimos os nimeros de 1 a 1000 na seguinte tabela:

n | 3n+1 | 3n+2 | 3(n+1)
0 1 2 3
1 4 5 6
2 7 8 9
3 10 11 12
4 13 15

14

332 997 | 998 | 999
333 | 1000

A primeira coluna lista os numeros que deixam resto 1 quando divididos por 3, isto €, os nUmeros da
forma 3n+1; analogamente, a segunda coluna lista os nimeros que deixam resto 2 quando divididos
por 3 e a terceira lista os multiplos de 3; as casas de cor cinza indicam numero apagados. O padrdo
indicado até n=4 se repete até o final da tabela. De fato, para n=5, o numero da primeira coluna sé
sera apagado caso ele seja soma de dois nUmeros nao apagados anteriormente; mas isso ndo pode
acontecer, pois
e a soma de um numero anterior da primeira coluna com 2 estd na terceira coluna:
(Bn+1)+2=3(n+1) e
e a soma dois numeros anteriores da primeira coluna estd na segunda coluna:
(Bm+1)+(Bn+1)=3(m+n)+2.
Assim, o préximo numero da primeira coluna, que € da forma 3n+1, ndo serd apagado e os numeros
3n+2=(3n+1)+1e (3(n+1)=(3n+1)+2, a sua direita, serdo apagados. Usando esse argumento linha
apos linha, vemos que os niumeros ndo apagados na tabela serdo exatamente os nimeros da primeira
coluna. Na tabela vemos que h&d 333 numeros da forma 3n+1 entre 4 e 1000, incluindo os extremos.
Acrescentando os numeros 1 e 2, obtemos 335 numeros n&o apagados.
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QUESTAO 4
ALTERNATIVAE
Vamos listar as posi¢cdes das cartas fazendo embaralhamentos sucessivos:

posigao inicial: A2345

apos o 1° embaralhamento: 3A524

apos o 2° embaralhamento: 534A2

apos o 3° embaralhamento: 4523A

apos o 4° embaralhamento: 24A53

apds o 5° embaralhamento: A2345, a posi¢ao inicial

Assim, de 5 em 5 embaralhamentos retornamos a posic¢ao inicial. Como 2012=5x402+2, a posi¢ao
das cartas ap6s o 20122 embaralhamento é a mesma que a posi¢cdo apo6s o 2° embaralhamento, quando
a primeira carta € a de numero 5.

QUESTAO 5

ALTERNATIVA A

De acordo com o grafico do enunciado, no instante t= 0os carros estdo juntos, pois partem do mesmo
ponto. Até t=1, os dois carros se afastam de Quixajuba; como a velocidade de A é maior que a de B, a
distancia entre eles aumenta. Quando t=1, a distancia entre os dois carros é igual a 100—25=75 km.
Det=1 a t=4, o carro A fica parado, enquanto o carro B mantém sua velocidade inicial, diminuindo a
distancia entre eles. Quando t=4, o carro B alcanga o carro A, o que significa que a distancia entre
eles € 0. De t=4 a t=5, o carro A volta para Quixajuba, enquanto o carro B continua se afastando, a
uma velocidade um pouco maior. Quando t=>5, a distancia entre os carros é igual a 150 — 50 = 100 km.
Em cada um dos intervalos considerados, as velocidades dos carros sdo constantes, de modo que as
distancias entre eles variam linearmente com o tempo. O Unico grafico coerente com esses fatos € o da
alternativa A).

QUESTAO 6

ALTERNATIVA B

Na planificagdo original, a esquerda na
figura, observamos que o0s segmentos I '
destacados formam uma aresta do cubo;
desse modo, podemos substituir essa = =
planificacdo pela que aparece a direita. Al e Al e
Observamos entdo que, ao montar o

cubo, os pontos P, D e C ficardao a mesma distancia da face |, logo nem C nem D sao opostos de P. Do
mesmo modo, os pontos P e A ficardo a mesma distancia da face Il, logo A ndo é o oposto de P.
Finalmente, o ponto E € o oposto do ponto central da face onde aparece o ponto P; assim, o oposto de
P é o ponto B.

QUESTAO 7
ALTERNATIVA E

A expressdo dada pode ser escrita como \/n-172 =3-172, sendo n o ndmero de parcelas 172 que
aparecem dentro do radical. Elevando os dois lados dessa expressdo ao quadrado, temos
n-172=9.17*, donde n=9-172 = 2601.
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QUESTAO 8 D F_cC
ALTERNATIVAC
Da semelhanca dos  retangulos ABCD e BCFE temos

AD _BE _AB-2AD =£_2_ Fazendo ﬁ= X (a razdo de prata) temos

AB BC AD  AD AD A E B
1 = x—2, ou seja, x>~2x—-1=0. Araiz positiva dessa equacdo & x =1+\/§.

X

QUESTAO 9

ALTERNATIVA A

25 (25 +1)

Notamos primeiro que a soma dos numeros de 1 a 25 é =325; a soma dos numeros em

. . . .~ 325 . . .
uma linha, coluna ou diagonal é entao 5 =65. As casas brancas do tabuleiro consistem de uma linha,

de uma coluna e das duas diagonais, todas se cruzando na casa central. Denotando por x o numero da
casa central e lembrando que a soma dos numeros das casas cinzentas € 104, temos
4x65-3x=325-104 e segue que x=13.

QUESTAO 10 D c
ALTERNATIVA D

Na figura, marcamos o centro O do circulo maior e o ponto de tangéncia M
desse circulo como lado AB. Por simetria, M € também o ponto médio de AB T

e assim AM:%. Marcamos também o ponto de tangéncia T do circulo o

maior com o circulo de centro A; é sabido que os pontos A, O e T estédo
alinhados. Seja r o raio do circulo maior. Entdo AO=1-r e o teorema de M

Pitagoras aplicado ao triangulo AMO nos da (1-r)?= r2+L%J ; segue que

r= re O raciocinio analogo, aplicado ao triangulo BMP, onde P € o centro do circulo menor, mostra que

2
(1+8)2=(1-5)? +L%J , onde s é o raio do circulo menor. Segue que s= % e logo éz 6.

QUESTAO 11
ALTERNATIVA E
Sejam r < s as velocidades dos dois trens em km/min e t 0 tempo, em minutos, que o trem mais rapido

leva para percorrer 5 km. O enunciado diz que r(t+ 5) =St=6 e 20r=20s-4. Da primeira expressao

tiramos r:% e s:%; da segunda tiramos s—r:%. Substituindo, temos i—Ezl, ou seja,
+

t+5 t 5
t?+5t-150=0. A raiz positiva dessa equagdo é t=10; logo s:%:%:O,G km/min, que € 0 mesmo
que 36 km/h.
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QUESTAO 12

ALTERNATIVA C D c
Vamos denotar por (ABC) a area do triangulo ABC, e analogamente v
para outros tridangulos. Primeiro observamos que (ABD) = (ABC), pois
esses triangulos tém a mesma altura e a base AB comum. Logo
(AED)=(ABD)-(ABE)=(ABC)-(ABE)=(BCE), ou seja, os dois
tridngulos brancos na figura tém a mesma area, que denotamos por x.

Por outro lado, como os triangulos AED e ECD tém a mesma altura relativa as bases AE e EC,
x _(AED) _AE a (ABE) AE a

temos —= =—— e, analogamente, temos —=-——+=——. Logo —=1, donde X=x/§9.
b (DCE) EC x (BCE) EC x b

Finalmente, a area do trapézio é dada pora+2x+b=a+2Jab+b= (JE + x/B)2 )

a

A B

QUESTAO 13

ALTERNATIVAD

A costureira gastou 299 centavos. Como as blusas séo iguais, em cada uma foi gasta a mesma quantia;
logo, o nimero n de blusas é um divisor de 299. Como 299 =13x23 e tanto 13 quanto 23 s&o primos,
as possibilidades para n sao 1, 13, 23 e 299. O enunciado exclui a possibilidade n=1 (s&o varias
blusas) e a possibilidade n=299 é excluida observando que, como um botdo custa 4 centavos, a
quantia gasta em qualquer blusa € maior que 1 centavo. Se n=23, o total em botdes € lacos gasto em
cada blusa seria 13 centavos, 0 que nao pode acontecer pois ndo é possivel gastar exatamente 13
centavos com botdes de 4 centavos e lagos de 7 centavos. Resta a possibilidade n=13; nesse caso, 0
total gasto em botdes e lagos em cada blusa é de 23 centavos, que corresponde a 4 botdes e 1 lago.

QUESTAO 14
ALTERNATIVA C

Seja AC=CE =EB=x. Como o triangulo ACE é retangulo
em C obtemos, ©pelo teorema de  Pitagoras,
AE?= x* + x’=2x%, donde AE =x~/2. Observamos agora
que o triangulo EBC é isésceles de base BC; segue que seus

angulos em B e C sao iguais. Vamos denotar a medida
desses angulos por y; marcamos também os angulos « e

B como na figura. Do fato do triangulo BCD ser retangulo em C, obtemos =90 -y e £=90" -7, ou
seja, o= . Logo o triangulo CED é iséscelese DE =EC = x .
Os triangulos ABC e CDE tém suas bases AB e DE sobre a mesma reta AB, logo as suas alturas

. . - , . AB
relativamente a essas bases sdo iguais. Portanto, a razdo entre suas areas é igual a DE Como

AB=AE + EB=x«/§+x=x(J§+1) e DE = x, segue que essa razao é

area (ABC) _ AB X(J_H) B
area (CDE) DE X
e como a area do triangulo CDE é igual a 1, concluimos que a area do triangulo ABC é V2 41,
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QUESTAO 15

ALTERNATIVA B

Para simplificar, no paragrafo a seguir “azul” significa “bandeirinha azul” e analogamente para as outras
cores.

Para que ndo haja azuis juntas, é necessario que entre duas azuis haja pelo menos uma
bandeirinha de outra cor. Para isso, sd0 necessarias pelo menos 24 bandeirinhas nao azuis; como ha
exatamente 14 +10 = 24 bandeirinhas brancas e verdes, concluimos que a fila de bandeirinhas comeca
e termina com uma azul e que entre quaisquer duas azuis ha exatamente uma branca ou uma verde.
Em particular, as alternativas A) e C) sao falsas.Usando as letras A, B e V para as cores azul, branco e
verde, a fila abaixo mostra que a alternativa D) é falsa:

ABEABABEAEBAVAEAVAEAVAEAVAEAVABAVABAVAEAVAEAVAEAVAEA

Vamos agora pensar em uma fila qualguer como uma sequéncia de blocos de duas letras dos tipos AB
e AV, com uma letra A na extremidade direita. Pelo menos um bloco AB deve estar ao lado de um bloco
AV, criando assim um bloco maior ABAV ou AVAB. Em qualquer dos casos, vemos uma sequéncia (BAV
ou VAB) de trés bandeirinhas de cores todas diferentes, 0 que mostra que a alternativa E) é falsa.

Finalmente, notamos que uma fila da Joana h& 14 blocos AB e 10 blocos AV, além do A a direita.
Com esses 10 blocos AV é possivel separar no maximo 11 blocos AB uns dos outros; assim, ha pelo
menos dois blocos AB consecutivos, seguidos de uma letra A. Logo em qualquer fila da Joana ha um
bloco do tipo ABABA, ou seja, ha pelo menos cinco bandeirinhas consecutivas nas quais nao aparece a
cor verde.

Pedro

QUESTAO 16 _ 1
ALTERNATIVA C vior
Vamos representar as informacdes do enunciado no diagrama ao

lado. Nele, a letra H indica o Unico homem cujo nome nao aparece +3

no enunciado. A flecha que vai de Claudia a Pedro, indicada com
+5, quer dizer que Pedro comprou 5 livros a mais que Claudia, e
analogamente para as outras flechas. As flechas que saem de
Bianca para Lorena e Claudia indicam que ambas compraram mais +4

livros que Bianca. Mais abaixo vamos explicar as flechas que nao

correspondem a dados do enunciado. Bianca

Como Pedro comprou 5 livros a mais que Claudia e cada
homem comprou 4 livros a mais que sua esposa, segue que Pedro ndo é o marido de Claudia. Por outro
lado, Pedro comprou 5 livros a mais que Claudia, que comprou mais livros que Bianca; logo Pedro nao
€ o marido de Bianca, ou seja, ele é o marido de Lorena. Indicamos essa conclusdo no diagrama
colocando os nomes de Pedro e Lorena em vermelho e marcando a flecha que os liga com +4.

Como Pedro comprou 5 livros a mais que Claudia e 4 livros a mais que Lorena, segue que
Lorena comprou 1 livro a mais que Claudia, o que nos da a flecha que liga Claudia a Lorena. As flechas
que ligam Claudia a Vitor passando por Lorena mostram que Vitor comprou 4 livros a mais que Claudia;
como Claudia comprou mais livros que Bianca, segue que Vitor comprou pelo menos 5 livros a mais
que Bianca. Logo Vitor ndo € o marido de Bianca, ou seja, ele € o marido de Claudia; indicamos essa
conclusao colocando seus nomes em verde. Logo Bianca é a mulher de H; assim, ligamos esses dois
por uma flecha com +4 e colocamos seus nomes em azul.

Notamos ainda que Pedro comprou pelo menos 6 livros a mais que Bianca; como H comprou 4
livros a mais que Bianca, segue que Pedro comprou mais livros que H. Finalmente, observamos que
como Pedro comprou 4 livros a mais que Lorena e Vitor comprou 3 livros a mais que Lorena, segue que
Pedro comprou 1 livro a mais que Vitor, conforme indicado. Podemos agora analisar as alternativas:

Lorena H

) Falsa, pois Pedro comprou 1 livro a mais que Vitor.

) Falsa, pois Pedro é o marido de Lorena.

) Verdadeira, pois Pedro comprou mais livros que Vitor e que H.
) Falsa, pois Lorena comprou um livro a mais que Claudia.

) Falsa, pois Vitor € marido de Claudia.

mooml>
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QUESTAO 17 t
ALTERNATIVA B s
A diagonal AC do quadrilatero ABCD é paralela a reta r, pois A D

e C estdo a mesma distancia (1 cm) de r. Como r e t fazem um A C
angulo de 45, segue que CED=45". Como CDE=90" o ‘

triangulo CDE é is6sceles e temos ED = DC =1 cm. Do mesmo B

modo obtemos AB=BE=1 cm e segue que ABCD é um
losango de lados 1 cm. As diagonais AC e BD dividem esse

losango em quatro tridngulos de mesma area; como a area do triangulo AEB é % =§, a area de

ABCD é 4><% =2 cm?

QUESTAO 18

ALTERNATIVAC

Ha 6 possibilidades para escolher dois lugares juntos no mesmo lado da mesa: 1 no lado com 2 lugares,
2 no lado com 3 lugares e 3 no lado com 4 lugares. Uma vez escolhida uma dessas possibilidades, Alice
e Bernardo podem se sentar de duas maneiras diferentes nesses lugares. Os quatro amigos que ainda
estdo em pé podem se sentar nos 7 lugares vazios de 7x6x5x4 =840 maneiras diferentes. No total,
0S amigos podem se sentar-se a mesa de 6x2x840 =10080 maneiras diferentes.

QUESTAO 19
ALTERNATIVA D
Seja x a distancia entre P e Q, em km. O primeiro «
encontro entre André e Julio ocorreu quando André X_’m, > m—
tinha percorrido x —70 km e Julio, 70 km (figura 1). O . . . o X740,
segundo encontro ocorreu quando André tinha P - Q 20, Q
percorrido x +(x —40) =2x—40 km e Julio, x+40 km 70 x

Figura 1 Figura 2

(figura 2). Em cada um dos casos, eles levam o
mesmo tempo para fazer esses percursos. Logo, representando por v; € v, as velocidades de André e
Julio, respectivamente, temos:

e tempo até o 12 encontro: x-70_70
V1 V2
e tempo até o 2° encontro: 2x - 40 X 40
V1 V2
- ~ x-70 70 R ~
Dividindo as equagbes membro a membro, obtemos = . Isso leva a equagéo
2x—40 x+40

x* -170x=0, cujas raizes sdo x=0 e x=170. Como Pirajuba e Quixajuba estio separadas por pelo
menos 70 km, a raiz apropriada € x =170 km.
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QUESTAO 20

ALTERNATIVAD

Numeramos as quatro bolinhas de 1 a 4, do menor para o maior valor. H4 4x3x2x1=24 ordens
possiveis para a retirada das bolinhas, todas igualmente provaveis. Dessas retiradas, Pedro fica com o
prémio de maior valor nos seguintes casos:

1. abolinha 4 sai na 32 retirada; neste caso, seu numero € necessariamente maior que os das duas
primeiras;

2. a bolinha 4 sai na 42 retirada, desde que a bolinha 3 saia em uma das duas primeiras retiradas
(caso contrario, ou seja, se ela sair na 32 retirada, Pedro ficard com ela, por seu nimero ser
maior que o das duas primeiras).

O numero de possibilidades para o primeiro caso € 3x2x1=6. Para o segundo caso, ha 2
possibilidades para a posicdo em que sai a bolinha 3 (12 ou 22), 2 possibilidade para a bolinha que sai
na 32 posicdo e 1 possibilidade para a bolinha que sai na 42 retirada, num total de 2x2x1=4
possibilidades. Logo, o nUmero de casos favoraveis é 6 +4 =10 e a probabilidade de que Pedro tire o

o , .10 5
prémio de maior valor ¢ —=—.
24 12
Outra solugao é como segue. Pedro tira 0 prémio maximo em duas situagdes: quando a bolinha
4 sai na 32 posicao ou quando ela sai na 42 posicao € a bolinha 3 sai em uma das duas primeiras. A

probabilidade do primeiro evento é % e a do segundo é %xgzé. Logo, a probabilidade de ele tirar o

5

prémio maximo & l+— =—.
4 6 12



