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SOLUCOES N2 2015

N2Q1 — Solucao

item a)
O maior dos quatro retangulos tem lados de medida 30 -4 =26 cm e 20— 7 = 13 cm.
Logo, sua area € 26 x 13= 338 cm”.
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Item b)

Com um traco horizontal e dois verticais geramos os quadrados de maior area
possivel. Para formar apenas quadrados, o valor do lados desses quadrados deve
dividir 20 e 30. A maior area ocorre, entdo, quando o lado desses quadrados for o
maximo divisor comum de 20 e 30, ou seja, 10 cm.

Item c)
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Vamos chamar a disténcia da segunda dobra até a margem inferior da folha de altura
da dobra.

Como a folha tem 30 cm de largura e a primeira dobra foi feita a 8 cm da margem
direita da folha, a largura da regido em amarelo da ultima figura € igual a 30 cm menos

duas vezes 8 cm, ou seja, 30 - 16 = 14 cm.

ApoOs a segunda dobra, o dobro da altura do retangulo amarelo seréa a diferenca entre

seu perimetro e o dobro de sua largura, ou seja, 54 - 28 = 26 cm. Portanto, a altura
do retangulo amarelo na terceira figura € 13 cm. Assim, da altura da folha original



sobraram 20 — 13 = 7 cm para a realizacdo da segunda dobra e, portanto, a altura
da dobra é a metade, ou seja, 7 +~ 2 = 3,5 cm.

Outra solucéo.

Como a folha tem 30 cm de largura e a primeira dobra foi feita a 8 cm da margem
direita da folha, a largura da regido em amarelo da tltima figura é igual a 30 cm menos

duas vezes 8 cm, ou seja, 30 - 16 = 14 cm.

De forma analoga, como a folha tem 20 cm de altura, a altura da regido em amarelo da
ultima figura é igual 20 cm menos duas vezes a altura da dobra.

O perimetro da regido em amarelo da ultima figura é igual a 54 cm, e seu
semiperimetro (metade do perimetro) € 27 cm.

O semiperimetro de uma regido retangular é a soma da largura e da altura dessa
regido. Assim, 14 cm mais 20 cm menos duas vezes a altura da dobra tem que ser
igual a 27 cm.

e 14 + 20— 2 x (altura da dobra) =27 cm
Logo 27 cm mais duas vezes a altura da dobra € igual a 34 cm,
e 27 + 2 x (altura da dobra) = 34 cm

e a altura da dobra € igual a metade da diferenga 34 — 27 = 7 cm, ou seja, metade de
7 cm. Logo, altura da dobra=(34-27)+2=35cm.

N2Q2 — Solucao

item a)

O aluno D obteve nota zero em 1 questédo, nota meio em 5 questdes e nota um em 4
gquestdes. Sendo assim, a nota obtida pelo aluno D na prova foi 1x0,0+5x 0,5+
4x%x1,0= 6,5.

Item b)

Hé sete possibilidades de um aluno tirar nota zero em 4 questdes.

- 10+10+10+10+10+1,0=6x1,0+0x05+4x0,0
 10+10+10+10+10+05=5%x10+1x05+4x0,0
 10+10+10+10+05+05=4x10+2x05+4x0,0
- 10+10+10+05+05+05=3x1,0+3x05+4x0,0
- 10+10+05+05+05+05=2x1,0+4x05+4x0,0
 10+05+05+05+05+05=1x1,0+5x05+4x0,0
- 05+05+05+05+05+05=0x1,0+6x05+4x0,0
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item c)

Ha 16 possibilidades do aluno obter nota 7,0 ou maior do que 7,0,
como esta ilustrado na figura ao lado.
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N2Q3 — Solucao

item a)

A sequéncia que comeca com 30 e 16 é: 30, 16, 14=30—-16, 2 =16 — 14,
12 =14 — 2. O proximo termo ndo pertence a sequéncia pois ele é negativo (2 —
12 = —10).

Item b)
Se a sequéncia tem cinco termos e termina em 1, 2, ela € do tipo
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Se chamarmos x o termo anterior ao 1 sabemos que x — 1 = 2, logo x = 3. Da mesma
forma, se y é o termo anterior ao 3 sabemos quey —3 = 1, logo y = 4. Finalmente, se
z € 0 termo anterior ao 4 sabemos que z—4 = 3, logo z = 7. Portanto, a sequéncia &
formada pelos seguintes termos: 7,4, 3,1, 2.

Outra Solucao.
Denotemos por a,, 0 n-ésimo termo da sequéncia cujo quarto termo é 1 e 0 quinto
termo é 2. Assim,

az=a4+tas=1+2=3 , a,=a3+a,=3+1=4, ay=a,+az3=4+3=7.

Logo, a sequéncia é formada pelos seguintes termos: 7,4, 3,1, 2.

Item c)

Denotemos por a 0 segundo termo da sequéncia. A sequéncia entdo é formada pelos
termos: 25, a e 25 - a; ja que ela termina no terceiro termo, o termo posterior deve ser
negativo, ou seja, a- (25- a) = 2a- 25 < 0. Logo, a € um ndmero inteiro n&do
negativo, menor do que 12,5, ou seja

a €{0,1,2,3,4,56,7,8,910,11,12 }.

Item d)

Denotemos novamente por a 0 segundo termo da sequéncia e calculemos os demais
termos, sem nos importarmos inicialmente com as restricdes descritas no enunciado:
60,a,60-a,2a-60,120-3a,5a-180,300-8a,13a-480,...
Vamos impor agora as restricdes do enunciado:
e 0<a<60
e 2a-60=0=a =30

e 120-3a =20 > a < 40
e 5a0-180 =0 = a = 36
e 300-8a=0=a< 375

e 13a-480 = 0 = a = 369

Como a € um numero inteiro, a = 37 e a sequéncia é formada pelos termos:
60,37,23,14,9,5,4,1, 3.



N2Q4 — Solucao

item a)
No encontro da linha 7 com a coluna 21 foi escrito o algarismo 1, pois 21 € mdltiplo de
7.

ltem b)
A soma dos algarismos da linha 23 € 4, pois de 1 a 100 existem exatamente quatro
multiplos de 23 (a saber: 23, 46, 69, 92).

Item c)

Na coluna 98 aparecerd 1 nas casas das linhas correspondentes aos divisores de 98.
Como 98 = 2 x 72, entdo 98 possui 2 x 3 = 6 divisores (a saber: 1, 2, 7, 14, 49 e 98).
Logo, a soma dos algarismos que aparecem na coluna 98 é 6.

Item d)

A soma dos algarismos sera impar nas colunas cujo nimero tenha uma quantidade
impar de divisores. Os nimeros que possuem uma quantidade impar de divisores séo
apenas os quadrados perfeitos. De fato, se d divide n, entdo n/d também divide n;
logo os divisores de um numero natural sempre ocorrem aos pares, exceto quando
d = n/d, ou seja, quando n = d?2.

Como 10% = 100, temos 10 quadrados perfeitos de 1 a 100, incluindo os extremos.
Logo, a soma dos algarismos € impar nas colunas correspondentes aos quadrados
perfeitos.

Obs.: A partir da decomposicdo de um numero natural em fatores primos, € facil
encontrar todos os seus divisores:

Se n= p*.p? ... ps é a decomposicdo em fatores primos de n, entdo os
divisores positivos de n sdo da forma:

pfl . pgz. . psts, com0<t <rn,i=1,..,5s.

Este fato permite contar facilmente o nimero de divisores positivos de n , a saber
n+D.(rn+D...(s+1).

Como consequéncia, n tem um ndamero impar de divisores se e somente se todos 0s
expoentes das poténcias de primos de sua decomposicdo forem nameros pares e,
portanto, n deve ser um quadrado perfeito.



N2Q5 — Solucao

item a)
Dentro de cada retdngulo como o indicado ao lado, ha 4 tridngulos congruentes ao da
figura do enunciado:

» dois quando tragcamos uma diagonal - =

e outros dois quando tragcamos a outra 4 ..

Como h& quatro retédngulos congruentes ao descrito acima, poderemos fazer um total
de 4 x 4 = 16 triangulos congruentes ao que esta no enunciado da questao.

ltem b)

Ha vérios tridngulos possiveis. Abaixo estdo duas possibilidades.

Item c)

Os triangulos com vértices na malha ndo possuem lados inteiros ou possuem pelo
menos um lado inteiro. Os que ndo possuem lados inteiros sdo aqueles que possuem
vértices nao alinhados, nem na horizontal nem na vertical. Esses triangulos séo
congruentes ao triangulo abaixo e possuem area 1,5 cm?.

Logo os triangulos que tém &rea 1 necessariamente possuem pelo menos um lado
inteiro. Assim, considerando esse lado como sendo a base para o célculo da area,



teremos tridngulos de base 1 cm e altura 2 cm ou tridngulos de base 2 cm e altura 1
cm, e esses triangulos sdo todos congruentes a um dos trés tipos abaixo.
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Vimos, no item a), que existem 16 triangulos do tipo 1.

E facil ver que existem 8 triangulos do tipo 2, quatro deles com um vértice no ponto
central da malha e outros quatro com um lado contendo o ponto central da malha.

OGRS N Blenie?

Resta contar o numero de tridngulos do tipo 3. H4 também apenas 8 triangulos deste
tipo, quatro para cada uma das duas diagonais do quadrado maior.

Logo, no total teremos 16 + 8 + 8 = 32 triangulos com area de 1 cm? e com vértices
nos pontos marcados.

N2Q6 — Solucao

item a)

Abaixo estdo algumas maneiras de se cobrir o tabuleiro, todas elas diferentes da que
aparece na Figura 1.
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Item b)

Primeiro, observemos que cinco pegas cobrem exatamente 5 x 3 = 15 casas do
tabuleiro. Consequentemente, quando cobrimos o tabuleiro com cinco pecas, sobrara
uma casa descoberta. Por outro lado, observemos que o tabuleiro apresentado possui
5 casas brancas, 5 casas cinzas e 6 casas amarelas. Também vemos que ele possui 5

casas marcadas com a palavra OBMEP, 5 com o ano 2015 e, finalmente, 6 com o

logotipo . Como cada peca cobre sempre trés cores e trés marcas diferentes,

concluimos que a Unica casa descoberta deve ser amarela e marcada com o logo

. Mas somente as casas dos cantos tém estas caracteristicas (amarela e marcada com

). Portanto, a Unica casa descoberta sempre sera uma casa localizada em um dos

cantos.

Outra solugdo. Se forem colocadas quatro pecas no tabuleiro cobrindo os quatro
cantos entdo as quatro casas centrais do tabuleiro ficardo descobertas, e a quinta
peca nunca ird cobrir essas casas, pois ndo ha possibilidade de encaixe para essa
peca. Logo, a unica forma de se cobrir um tabuleiro 4x4 com 5 pecas € deixar uma das

casas do canto descoberta. Isso € sempre possivel, como visto no item a).

Item c)

Analogamente ao que vimos no item anterior, com 21 pecas podemos cobrir 63 casas.
Portanto, pelo menos uma casa ficara descoberta, uma vez que o tabuleiro 8 x 8 tem
64 casas. Usando o mesmo raciocinio aplicado no item anterior, observemos que o
tabuleiro apresentado possui 21 casas amarelas, 21 casas cinzas e 22 casas brancas.

Por outro lado, possui 21 casas demarcadas com a palavra OBMEP, 21 casas com o

ano 2015 e 22 com o logo . Consequentemente, se a cobertura deixar apenas

uma casa descoberta, esta deve ser branca e marcada com o logo . Dentre todas
as casas do tabuleiro, existem apenas 4 com essas caracteristicas, destacadas em

vermelho na figura abaixo a esquerda. Na figura abaixo, ao centro, exibimos uma



possivel cobertura com a correspondente casa descoberta. A partir dessa, “rodando” a
cobertura sobre o tabuleiro, obtemos uma nova cobertura exibida na figura a direita,
cuja casa descoberta é diferente da anterior. Seguindo esta ideia, podemos exibir 4

coberturas diferentes, cada uma correspondendo a uma das casas indicadas na figura

a esquerda.
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Outra solucdo. Pinte 28 casas do tabuleiro 8 x 8, dispostas em duas faixas
horizontais e duas faixas verticais, conforme a figura abaixo.

Suponha, por absurdo, que exista uma cobertura do tabuleiro com 21 pecas do tipo
3x 1 que cobrem as quatro casas situadas na interse¢do de duas faixas pintadas.
Cada peca que cobre uma casa da intersecdo obrigatoriamente cobre 3 casas
pintadas e ndo cobre duas casas da intersecdo de duas faixas. Portanto ha 4 pecas,
cada uma cobrindo exatamente uma casa da intersecéo, logo, juntas cobrem ao todo
12 das casas pintadas. Pela disposicdo da pintura (das faixas estarem afastadas de 2
casas entre si), cada uma das 17 pecas restantes cobre exatamente 1 casa pintada.
Logo o numero de casas pintadas no tabuleiro é maior do que ou igual a 12 + 17 = 29,
absurdo, pois apenas ha 28 delas. Portanto qualquer cobertura do tabuleiro com 21
pecas deixa descoberta uma das casas de interse¢do de duas faixas. A existéncia de
coberturas do tabuleiro com 21 pecas deixando descoberta uma casa da intersecdo de
duas faixas é exibida na solugéo anterior.



