SOLUGCOES OBMEP 22, FASE 2016

N1Q1 - Solucéo

item a)

Carolina escreveu os numeros 132 e 231. Esses sd0 0s Unicos numeros que cumprem as exigéncias do
enunciado e que possuem o algarismo 3 na posi¢céo central.

item b)

Para um numero com 7 na casa central estar na lista de Carolina, ha 6 possibilidades para a casa das
centenas (qualquer um dos algarismos 1, 2, 3, 4, 5 ou 6 pode ser usado) e apenas 5 possibilidades para a
casa das unidades, pois ndo podemos repetir algarismos.

Podemos pensar também em preencher primeiramente a casa das unidades (6 possibilidades) e, a seguir,
preencher a casa das centenas (nesse caso, 5 possibilidades).

Logo, ha6 x5 = 5x 6 = 30 nimeros da lista de Carolina que tém 7 na casa central.

item c)
Observamos primeiramente que os algarismos 1 e 2 (e, claro, também o 0) ndo podem ser usados na casa
das dezenas para que o numero esteja na lista de Carolina. Assim, fazendo a contagem como nos itens b)
e ¢), temos:

e se 0 algarismo do meio é 3, ha 2 x 1 = 2 nimeros na lista;

e se 0 algarismo do meio é 4, ha 3 x 2 = 6 niumeros na lista;

e se 0 algarismo do meio € 5, ha 4 x 3 = 12 nimeros na lista;
e se 0 algarismo do meio é 6, ha 5 x 4 = 20 numeros na lista;
e se 0 algarismo do meio € 7, ha 6 x 5 = 30 nimeros na lista;
e se 0 algarismo do meio € 8, ha 7 x 6 = 42 nUmeros na lista;
e se 0 algarismo do meio é 9, ha 8 x 7 = 56 niUmeros na lista.

Logo, a lista de Carolina tem exatamente 2 + 6 + 12 + 20 + 30 + 42 + 56 = 168 numeros.



N1Q2 — Solucéo

item a)

A figura em questao é formada pela juncéo de duas pecas. Ela é formada por oito quadradinhos de 1 cm de
lado, e seu contorno contém exatamente 16 lados desses quadradinhos. Logo, o perimetro dessa peca é 16
vezes 1 cm, ou seja, é igual a 16 cm.

item b)
Ha muitas solugdes, as quais podem diferir no formato ou na posi¢éo. Aqui estdo dois exemplos:

L

Figura com perimetro igual a 12 cm Figura com perimetro igual a 18 cm

Para formar uma figura com perimetro igual a 12 cm, Roberto deve juntar as duas pegas de tal modo que o
contorno da figura formada tenha somente 12 lados de quadradinhos. Como cada pec¢a contém 10 lados de
guadradinhos em seu contorno e como ele junta as pecas coincidindo lados de quadradinhos, Roberto tera
de fazer coincidir quatro pares de lados de quadradinhos para formar uma figura com perimetro igual a 12
cm. Isso apenas é possivel se ele juntar as pecas formando um retadngulo. Veja algumas outras
possibilidades:

Agora, para formar uma figura com perimetro igual a 18 cm, Roberto tem de juntar as duas pecas de tal
modo que o contorno da figura formada tenha 18 lados de quadradinhos, ou seja, ele tera de fazer coincidir
apenas um par de lados de quadradinhos. Como foi dito, existem varias maneiras de formar essas figuras;
veja mais alguns exemplos:

item c)

Quando as duas pecas ndo estdo em contato, o perimetro total € 20 cm. Depois de juntar duas pecas, o
perimetro da figura formada pelas duas pecas é diminuido de um ndmero par, ja que os lados em contato de
guadradinhos nao contribuem para o perimetro da figura formada, pois ficam internos a ela. Como duas
pecas soltas tém perimetro 20 cm, € impossivel obter, juntando duas pecas de acordo com as condi¢des
descritas no enunciado, uma figura com um perimetro impar. Mas 15 é impar e, assim, ndo ha figuras (como
as descritas no enunciado) que tém esse perimetro.



N1Q3 - Solucéo

item a)

Basta acompanhar o movimento realizado pelas criancas até completarem 10 pulos. O resultado final é:

item b)

Xavier estara na casa A de 8 em 8 pulos, Yara estara em A de 4 em 4 pulos e Zezé estara em A de 6 em 6
pulos. Como o minimo multiplo comum de 4, 6 e 8 é 24, apds 24 pulos os trés estardo em A pela primeira
vez apos o inicio da brincadeira.

item c)

Vamos analisar 0s possiveis encontros em B.

Xavier estard em B apés 4 pulos, em seguida, apés o 12.° pulo, depois apds o 20.° pulo e assim por diante,
isto é, de 8 em 8 pulos apdés os primeiros 4 pulos. Ou seja, Xavier estara na casa B imediatamente apés (4 +
multiplos de 8) pulos.

Yara estara em B apds realizar os pulos 2, 6, 10, etc., isto é, de 4 em 4 pulos apés os dois primeiros. Assim,
Yara estara na casa B imediatamente apés (2 + multiplos de 4) pulos.

Zezé estarda em B imediatamente ap6s os pulos 3, 9, 15, ..., isto é, de 6 em 6 pulos apds os 3 primeiros
pulos, ou seja, apés (3 + multiplos de 6) pulos.

Assim, eles nunca se encontrardo em B, pois Xavier e Yara estardo na casa B ap6s um nuamero par de
pulos, enquanto Zezé estard em B apds um nimero impar de pulos.

Na verdade a argumentacdo acima mostra que Xavier e Yara, Xavier e Zezé ou Yara e Zezé nunca se
encontrardo na casa B, quanto mais os trés.



N1Q4 — Solucéo
item a)

A parte em preto é formada por quatro tridngulos pretos menores, 0s quais sao retangulos isosceles. Um

desses triangulos aparece na figura abaixo:

A area de cada um dos tridngulos pretos é a metade da area do quadrado do quadriculado, ou seja, é igual
a metade de 2 x 2 = 4 cm?, ou seja, é igual a 2 cm?.

Portanto, a area da parte em preto é igual a 4 x 2 = 8 cm?.

item b)

A parte listrada de um quadradinho do quadriculado é um trapézio. Assim, a parte listrada de um
quadradinho tem area igual a 3/4 da area do mesmo. De fato, se considerarmos, por exemplo, a divisdo na

figura ilustrada abaixo

vemos que a area de cada trapézio é % .4 = 3 cm? e, portanto, a area total da parte listrada é igual a 4 x 3
=12 cm?.
item c)

Para calcular a area de um pequeno triangulo cinza, podemos destacar da figura o retangulo abaixo,

formado por dois quadradinhos do quadriculado.

A area desse retangulo é 8 cm?. A diagonal o divide em dois triangulos retangulos de mesma &rea e um
deles é formado por um tridngulo preto e um triangulo cinza. A area do triangulo cinza sera, portanto, igual a
diferenca entre a metade da area do retangulo e a area do triangulo preto, isto é, 4 —2 = 2 cm?.

A &rea total da parte em cinza é 4 x 2 =8 cm?.

Outra forma de chegar a esse resultado é observar que a metade do quadrado do reticulado (o triangulo
preto) é equivalente ao tridngulo cinza, ou seja, eles tém a mesma &rea, pois tém mesmas medidas de base

e de altura.



N1Q5 — Solucéo

item a)
Podemos ir simplesmente completando o tabuleiro até a coluna 9, como mostrado na figura abaixo.

Mas, observando melhor, as casas amarelas estdo . ; 2
distribuidas de modo que, a cada 4 colunas, a disposicéo
dessas casas se repete. Portanto, a distribuicdo das casas
amarelas na coluna 9 € a mesma da coluna 1, uma vez 3 6 10 13
que 9 = 4 + 4 + 1. Além disso, observamos que o0s

nameros escritos em linhas impares, a partir da coluna 4, > £
sdo obtidos somando-se 7 aos respectivos numeros 4 7 11 14
escritos na mesma linha e na quarta coluna anterior.
Consequentemente, o maior niumero que Joana escreveu 2 9
nacoluna9éiguala2 +7 + 7 =16.

16

item b)

Concentremos nossa atencéo na terceira linha. Na terceira coluna aparece o niumero 5 e, a partir
desta, a cada 4 colunas o nimero existente é obtido do anterior somando-se 7, como ja observado
no item anterior. Por exemplo, na coluna 7 = 3 + 4, temos o numero 12 =5+ 7; nacoluna 11 =3 +
4 x 2, temos o numero 19 =5 + 7 x 2. Para descobrir o padréo, vamos organizar as informacgdes
acima em uma tabela:

Numero da coluna | NUmero que aparece

na coluna
3=0x4+3 5=0x7+5
7=1x4+3 12=1x7+5
11=2x4+3 19=2x7+5
15=3x4+3 26=3x7+5

2015=503 x4 +3

3526 =503 x7+5

logo, na coluna 2016 temos 0s numeros 3527 e 3528. Assim, 0 maior numero escrito por Joana foi
3528.

Uma maneira algébrica de explicitar o padrdo acima € a seguinte:
Na terceira linha e na coluna 3 + 4 x n aparece o nimero5+7xn, n=0,1, 2,3, ...
Assim, na coluna 2015 = 3 + 2012 = 3 + 4 x 503, aparece o0 numero 5 + 7 x 503 = 3526.

Consequentemente, na coluna 2016 temos 0s numeros 3527 e 3528 e 0 maior nimero escrito por
Joana nessa colunafoi 3528.

Uma segunda solucgdo:

Observamos que na coluna 4 temos: na linha 2, o nimero 6 e, na linha 4, o nUmero 7. A cada 4
colunas, a partir desta, os numeros das respectivas linhas, sdo esses somados de um mesmo
multiplo de 7. Por exemplo, na coluna 8, temos os nimeros 13 =6 +7x1e14=7+ 7 x 1; na
coluna 12, temos20=6+7x2e 21 =7+ 7 x 2, e assim sucessivamente. Como 2016 = 504 x 4,



nessa coluna estardo os numeros 6 + 7 x 503 = 3527 e 7 + 7 x 503 = 3528. Logo, 0 maior numero
escrito por Joana foi 3528.

Uma terceira solucgéo:

Observemos que nas primeiras 4 colunas sdo escritos todos 0os numeros de 1 a 7 e as demais
colunas sdo coépias destas, acrescentando 7 unidades, respectivamente, a cada numero. Como o
quadriculado completo tem 2016 = 504 x 4 colunas, concluimos que Joana repetiu esse
procedimento 504 vezes. Consequentemente, o maior niumero que ela escreveu foi 504 x 7 = 3528.

item c)

Olhando apenas para a linha 5, temos que, a partir do nimero 2 disposto na primeira coluna, a
cada 4 colunas, o numero seguinte € o anterior somado de 7 unidades. Ou seja, na coluna5 =1 +
4 temos o numero 9 =2 + 7; nacoluna9 =1 + 4 x 2, temos o numero 16 =2 + 7 X 2, e assim
concluimos indutivamente que na coluna 1 + 4 x n aparece o numero2+7xn,n=0, 1, 2, 3, ...
Como 597 =2 + 7 x 85, ele aparece na quinta linha e na coluna 1 + 4 x 85 = 341.

Uma segunda solugao:

Vamos fixar nossa atencédo na terceira linha, como fizemos na primeira solugcdo do item b).
Observemos que 597 =5 +592 =5 + (7 x 84 + 4). Como 593 =5 + 7 x 84, o niumero 593 esta na
linha 3 e coluna 339 = 3 + 4 x 84. Assim, na coluna 340 estdo os numeros 594 e 595 e, na coluna
341, os numeros 596 e 597.

item d)

Devido ao método de preenchimento descrito no enunciado, notamos que 713 deve ser a soma de
dois numeros consecutivos. Ha varias maneiras de descobrir quem séo essas parcelas; uma delas
€ a seguinte; os niumeros consecutivos sao proximos e, portanto, devem estar perto da metade de
713, mas, sendo este um nuamero impar, calculamos a metade de 712 que esta perto de 713 e é
par. Como 712 + 2 = 356, € agora facil ver que 713 = 356 + 357. Outra maneira, mais algébrica, é
escrever que 713 = x + (x+1), x a determinar. Assim sendo, 2x + 1 = 713, ou seja, x = 356.

Em suma, 713 = 356 + 357 e essa decomposi¢cdo € Unica como soma de dois niUmeros naturais
consecutivos. Portanto, a soma 713 ocorre apenas na coluna em que estdo os numeros 356 e 357.

Para localizar a coluna em que estdo esses numeros, ha muitas maneiras de seguir o padrdo em
uma determinada linha. Um bom método € procurar nimeros proximos que estejam sozinhos em
colunas e isso sO ocorre na terceira linha, para a qual dirigimos novamente nossa atencao.
Observamos que 355 =5+ 350 =5 + 7 x 50. Logo, 355 esta na terceira linha e na coluna 3 + 4 x
50 = 203. Conseguentemente, 356 e 357 estdo na coluna 204.

Observacdo: o numero 713 ndo pode aparecer sozinho em uma coluna, pois 0s numeros que
aparecem sozinhos em colunas sdo os que deixam resto 5 quando divididos por 7.



N1Q6 — Solucéo

item a)

Pintura do primeiro anel Pintura do segundo anel. Resultado final da pintura
feita por Jodozinho, dos trés primeiros aneis.
fornecida pelo enunciado.

item b)

Hé& duas solucdes possiveis para que o segundo anel fique todo cinza; em ambas, as cores do
primeiro anel devem se alternar.

item c)

Solucgéo 1:

H& 2° = 64 possibilidades de Jo&ozinho pintar o primeiro anel. Entretanto, devido & simetria,
podemos considerar, sem perda de generalidade, somente os 13 casos ilustrados a seguir.
Observe 0 que acontece em cada caso quando pintamos o segundo anel de acordo com as regras
do enunciado:

Antes Depois

Caso 1l

Caso 3a)

Antes
Caso 2



Caso 3c¢)

Caso 4b)

Em cada um desses casos, 0 segundo anel tem sempre uma quantidade par de partes pintadas de
cinza. Para passar do segundo anel para o terceiro, o procedimento € analogo, exceto que 0s
casos analogos a 2, 4a), 4b), 4c) e 6) ndo mais ocorrerdo, pois ndo ha no segundo anel uma
guantidade impar de partes pintadas de cinza, e exatamente 0 mesmo que ocorreu da transicdo do
primeiro para o segundo anéis ocorrera também do segundo para o terceiro. Esse processo
continua indefinidamente. Assim, a quantidade de partes pintadas de cinza de um anel, do segundo
em diante, ser4 sempre par.



Solucgéo 2: Com excegédo do primeiro, as cores das partes de um anel sdo determinadas de modo
anico pelas cores das partes do anel anterior. Se, em uma configuracao inicial de cores do primeiro
anel, modificarmos a cor de uma unica de suas partes, trocando branco por cinza ou cinza por
branco, essa modificacdo provocara a mudanca de cor em exatamente duas partes do préximo
anel, a saber, as duas casas do anel exterior que estdo em contato com a casa que foi modificada.
As outras quatro casas continuardo com as cores que ja tinham.

Concluséo: modificar a cor de uma parte de um anel provoca a modificacdo das cores de
exatamente duas partes do anel seguinte e, mais ainda, as cores dessas partes sdo trocadas
(branco vira cinza e vice-versa).

Joaozinho inicia a pintura das partes do primeiro anel a partir do anel totalmente branco (henhuma
parte cinza, lembre-se de que 0 é par); a cada casa que ele escolhe pintar sdo automaticamente
modificadas duas casas (vizinhas) do proximo anel, logo, independentemente de como ele pintar o
primeiro anel, o segundo anel sempre terd uma quantidade par de partes pintadas de cinza. Isso
porque, a cada casa pintada do primeiro anel, a quantidade de partes cinza do segundo anel
continua a mesma, ou € diminuida de 2 ou acrescida de 2.

A titulo de ilustracéo, observe o que ocorre qguando modificamos somente a cor da casa marcada
com x. As casas marcadas com um quadradinho (e na cor amarela) podem ter a cor branca ou
cinza, elas ndo sdo modificadas com a mudanca de cor da casa marcada com x.

Um processo analogo se repete do segundo para o terceiro anel.
Vejamos o0 motivo: como vimos, uma modificagdo de cor em uma
casa do primeiro anel provoca alteracdes de cores em duas casas
vizinhas do segundo anel, as quais chamaremos de casas a e b. A
modificagdo de cor da casa a, seguida da modificagéo de cor da casa
b, tem o mesmo efeito, nas casas do terceiro anel, que primeiro
modificar a cor de b, depois a de a. Podemos ent&o concluir que, no
mesmo anel, uma casa apds a outra é modificada, sem nos
preocuparmos com a mudanca simultanea de cores em varias casas,
gual casa foi modificada em primeiro lugar ou a ordem em que as
modificacdes aconteceram.




Para ilustrar, veja a figura acima; ao modificarmos a cor da casa x, modificamos as cores das
casas a e b, as quais, por sua vez, provocam modificacdes de cores nas casas c, d e e. Ao
mudarmos a cor da casa X, a casa c ficara com cor oposta a que tinha, a casa d ficara com a
mesma cor que tinha e a casa e tera sua cor trocada. Disso segue que, se a quantidade de casas
pintadas de cinza for par antes da modificacdo da cor na casa x, entdo ela continuara sendo par
depois da modificagdo. Como vimos acima, no segundo anel teremos sempre uma quantidade par
de casas pintadas de cinza e, dai para a frente, como a paridade € conservada, todos os demais
anéis deverdo ter uma quantidade par de casas coloridas de cinza.

Solucéo 3: Suponhamos, primeiramente, que haja somente uma parte

pintada de cinza em um anel e que esse anel ndo seja 0 primeiro. A
Vejamos 0 que pode acontecer com o anel imediatamente anterior, que
esta em contato com ele. Para ilustrar, observe a figura abaixo, em que
as partes do anel anterior sdo numeradas de 1 a 6.

Se a casa com o numero 1 fosse branca, a de numero 2 seria cinza, 6 ;
bem como as casas numeradas com 2, 3, 4, 5 e 6, pois as partes do
anel externo em contato com essas Ultimas sdo todas brancas. Assim,
as casas 1 e 6 teriam cores diferentes e, portanto, a parte do anel
externo em contado com essas duas casas deveria ser cinza, mas nao
€ (isto € uma contradicdo). De modo analogo, chegaremos a uma
situacao contraditoria se a casa com o numero 1 fosse da cor cinza.

Vamos considerar agora 0 caso em que exatamente trés casas sao da cor cinza. Devido a simetria,
h& apenas trés casos a considerar. Eles estdo ilustrados nas figuras a seguir:

3

(=)
o

5 p 5 4

Trés casas cinzas Trés casas cinzas separadas Duas casas cinzas juntas e uma
juntas entre si separada

Essas configuracdes também geram contradicdes quando analisarmos as cores das partes do anel
interior que estdo em contato com o0 que ja estd pintado. Como 0s casos sdo completamente
analogos, analisaremos somente a terceira configuracdo. Neste caso, se a cor da parte 1 fosse
branca, entdo a parte 2 deveria ser cinza, a parte 3 branca, a parte 4 branca, a parte 5 cinza e a
parte 6 também cinza. Logo, as partes numeradas com 1 e 6 teriam cores opostas, 0 que entra em
conflito com a cor da parte branca do anel exterior que faz fronteira com elas. Analogamente, se
iniciarmos admitindo que a parte 1 fosse cinza, também chegariamos a uma contradic¢ao.



anel exterior em contato com elas é cinza, denunciando que elas
deveriam ter cores diferentes. Contradicdo analoga aparece se
iniciarmos supondo que a casa 1 € cinza.

Finalmente, vejamos o0 que ocorre quando 5 partes estdo pintadas de 4 >
cinza, como ilustra a figura ao lado. A analise € similar as anteriores: se

a parte 1 fosse branca, 2 deveria ser branca, a casa 3, cinza, a casa 4
deveria ser branca, a casa 5 cinza e, a casa 6, branca. Nesse caso, as 3
casas 1 e 6 teriam a mesma cor, mas isso é impossivel, pois a parte do \ /
Esses casos esgotam todas as possibilidades e mostram que nenhum anel, a partir do segundo,
terd uma quantidade impar de partes pintadas de cinza.

item d)

Se um anel, a partir do terceiro, fosse pintado todo de cinza, o anel imediatamente anterior teria
cores alternadas (trés partes pintadas de cinza e trés partes brancas, como ocorreu no item b)).
Como 3 é impar, isto € impossivel, devido ao item c). Logo, a partir do terceiro, nenhum anel sera
pintado todo de cinza.



