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SOLUGCOES

Questao 1

Item A

Comecando a preencher pela primeira linha, temos que a
médiade2e 14¢ 2 =8,

 Em seguida, podemos preencher a primeira coluna, cuja
meédia é 10. Logo, os dois numeros vizinhos devem somar
20; portanto, 18 € o numero que falta na primeira coluna.

» Passando para a diagonal que contém o 18, a média entre
14e18¢é 2 =16.

* A outra diagonal, assim como a segunda coluna e a
segunda linha, tem média 16; logo, podemos facilmente
preencher as casas restantes, pois 30 + 2 = 32,
8+24=32e10 +22=32.

Observe que tudo se completou corretamente.

Item B

20

Vamos chamar de A o numero que esta na primeira linha e na primeira coluna, mas poderiamos

ter escolhido outra casa da tabela para comegar.

Assim, o numero que falta na primeira linha € 14 — A, o numero que falta na primeira coluna
€ 18 — A. Agora, pela diagonal que contém esse ultimo numero, temos que a casa central tera

o numero 16 — A.

14

10

16

22

18

24

30
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18 —A 20

Agora, temos que 20 + A = 32 — 2A, logo, A = 4.

14 20

Resta preencher as duas casas restantes. Isso € bastante simples, jaque 17 +7 =24 =2 x
12e20+10=30=2 x 15.

14 17 20

Item C

Agora sO6 queremos a soma das nove casas e ndo o A C E
preenchimento completo. A casa central deve ser preenchida

com 22.

Agora observe que as casas que ainda nao foram preenchidas 1 4 22 30

devem somar 28 +44 + 60 = 132, pois A+ B=28;C+D =44
e E+F =60. Logo, as nove casas somam 132 + 14 + 22 + 30
= 198. Observe que 198 = 3 x (14 + 22 + 30) = 9 x 22. B D F
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Questao 2
Uma solucao:

Item A

Os numeros inteiros nas divisdes que Joaozinho fez sdo aqueles em que o dividendo € multiplo
do divisor, ou seja: divisbes @ em que a € multiplo de b. Como a e b sao dois numeros
b

diferentes do conjunto {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, para cada possibilidade de divisor b em {1, 2,
3,4,5,6,7, 8, 9}, devemos contar as possibilidades de dividendo aem {1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,
9}, tais que a € multiplo de b e diferente de b. Temos:

o parab =1 as possibilidades para a séo {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, ou seja, 8 possibilidades;
« parab =2 as possibilidades para a séo {4, 6, 8}, ou seja, 3 possibilidades;

« para b = 3 as possibilidades para a sao {6, 9}, ou seja, 2 possibilidades;

« para b =4 a possibilidade para a é {8}, ou seja, 1 possibilidade;

« parab=25,6,7,8, 9nao existem possibilidades para a.

Logo, Jodozinho obteve como resultado um numero inteiroem 8 + 3 + 2 + 1 = 14 divisdes.

Item B

Os numeros maiores do que 0,5 nas divisbes que Jodozinho fez sdo aqueles em que o

dividendo é maior do que a metade do divisor, ou seja: divisdes % em que a é maior do

que a metade de b. Como a e b sdo dois numeros diferentes do conjunto {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,
8, 9}, para cada possibilidade de divisor b em {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, devemos contar as
possibilidades de dividendo aem {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} tais que a € diferente de b e maior do
que a metade de b. Temos:

« parab =1 as possibilidades para a séo {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, ou seja, 8 possibilidades;
« parab =2 as possibilidades para a séo {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, ou seja, 7 possibilidades;

« para b = 3 as possibilidades para a séao {2, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, ou seja, 7 possibilidades;

e para b =4 as possibilidades para a séo {3, 5, 6, 7, 8, 9}, ou seja, 6 possibilidades;

« para b =5 as possibilidades para a séo {3, 4, 6, 7, 8, 9}, ou seja, 6 possibilidades;

o para b =6 as possibilidades para a séo {4, 5, 7, 8, 9}, ou seja, 5 possibilidades;

« para b =7 as possibilidades para a sao {4, 5, 6, 8, 9}, ou seja, 5 possibilidades;

« para b = 8 as possibilidades para a sao {5, 6, 7, 9}, ou seja, 4 possibilidades;

« para b =9 as possibilidades para a sao {5, 6, 7, 8}, ou seja, 4 possibilidades.

Logo, Jodozinho obteve como resultado um numero maiordoque 0,5em8+7+7+6 +6 +
5+5+4+4=>52divisdes.
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Item C

Os resultados diferentes nas divisdes que Joaozinho fez sdo aqueles em que o dividendo e o
divisor ndo possuem fatores comuns, ou seja: divisdes % em que a e b s&o primos entre

si, pois, se houver um fatorcomum kaae b,entdoa= kxa’e b= kx b’, e esse fator comum

a _kxa _ a s al . .
b S kxb - b e a nova divisao b também sera uma
divisao feita por Jodozinho. Como a e b sao dois numeros diferentes do conjunto {1, 2, 3, 4,
5,6, 7, 8, 9}, para cada possibilidade de divisor bem {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, devemos contar
as possibilidades de dividendo aem {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} tais que a e b sdo primos entre si.
Temos:

J

k pode ser cancelado na divisao

« parab =1 as possibilidades para a séo {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, ou seja, 8 possibilidades;
« para b =2 as possibilidades para a séo {1, 3, 5, 7, 9}, ou seja, 5 possibilidades;

« para b = 3 as possibilidades para a séo {1, 2, 4, 5, 7, 8}, ou seja, 6 possibilidades;

« para b =4 as possibilidades para a sao {1, 3, 5, 7, 9}, ou seja, 5 possibilidades;

o para b =5 as possibilidades para a séo {1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 9}, ou seja, 8 possibilidades;
« para b =6 as possibilidades para a séo {1, 5, 7}, ou seja, 3 possibilidades;

e parab =7 as possibilidades para a séo {1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9}, ou seja, 8 possibilidades;
« para b = 8 as possibilidades para a sao {1, 3, 5, 7, 9}, ou seja, 5 possibilidades;

« para b =9 as possibilidades para a séo {1, 2, 4, 5, 7, 8}, ou seja, 6 possibilidades.

Logo, Jodozinho obteve 8 + 5+ 6 +5+ 8 + 3 + 8 + 5 + 6 = 54 resultados diferentes nas suas
divisdes.

Outra solugéo: NUVERADOR
~ . e~ , . 1 2 3 4 ) 6 7 8 9
Como Joaozinho fez todas as divisdes possiveis a2l alol 1zl
com dois numeros diferentes do conjunto {1, 2, ! NN
3,4,5,6,7, 8,9} no total ele fez 9 x 8 = 72 : T2l -0Tal  TTal:
— 2| — — | = = =| = =] =
divisdes, conforme mostra a tabela ao lado: 2 2l 2]2|2|2]|2]:2
1 2 4 5 6 7 8 9
Item A 3| - | el Bl Bl Bl -l e
& 8 & 3 3 3 3 3
D
Jodozinho obteve como resultado um numero Nlal2l2]2 S5l 218|2
. . e , 4 4 4 4 4 4 4 4
inteiro nas divisbes em que 0 numerador € um ﬁ
multiplo do denominador, ou seja: I |5 % % % % % % % %
N
« nas oito divisbes em que o denominador & a o111 5 B
6 — —_— —_— — — — — —
. 6 6 6 6 6 6 6 6
|gua|aum:£,i,i’i,i’l,i,i; g
1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 8 4 5) 6 8 9
. . ~ . rd 7 - —~ - - = = —~ =
« em trés divisbes em que o denominador é [ A A A e Tl
: .4 6 8. 123 lal|s]|s6]|7 9
« em duas divisdes em que o denominador é gl L |23 |4a|ls5|8| 2|2
. R 6 9 9 9 9 9 9 9 9 9
igual a trés: :

33
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« em uma divisdo em que o denominador € igual a quatro: %

Logo, Jo&dozinho obteve como resultado um numero inteiro em 14 divisdes.

Item B

Joaozinho obteve como resultado um numero maior do que 0,5 nas divisdes em que 0O
numerador € maior do que a metade do denominador, ou seja:

« nas oito divisbes em que o denominador € igual aum: =— = — = —, —, —, =,
« em sete divisbes em que o denominador € igual a dois: —, — — — — — —:

« em sete divisbes em que o denominador € igual a trés: = — — — — — —-

i ‘| inco: 2. 4 6 7 8 9.

« em seis divisbes em que o denominador é igual a cinco: 5 5 555 5

« em cinco divisées em que o denominador € igual a seis: 5 6666

« em cinco divisbes em que o denominador ¢é igual a sete: 4 5 6 8 9.
777 7T

« em quatro divisdes em que o denominador € igual a oito: % % % %;

« em quatro divisdes em que o denominador € igual a nove: % % % %

Logo, Jodozinho obteve como resultado um numero maiordo que 0,5em 8+7+7+6+6 +
5+5+4+4=>52divisdes.

Item C

Para saber quantos resultados diferentes Jodozinho obteve, é preciso contar as divisbes que
nao podem ser simplificadas, ou seja, aquelas em que o numerador e o denominador sao
primos entre si, ou seja:

« 0ito em que o denominador é igualaum:2,3,4,5,6,7,8,9;
« cinco em que o denominador € igual a dois: —, —, —, —, — :

o seis em que o denominador é igual atrés: —, =—, —, —, —, =
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« oito em que o denominador é igual a sete: —, =, =—, —, =, =, =, =
« cinco em que o denominador é igual a oito: o, &, &5, o> o,
« seis em que o denominador € igual a nove: —, =— — — — —.

9
Logo, Jodozinho obteve 8 + 5+ 6 +5+ 8 + 3 + 8 + 5 + 6 = 54 resultados diferentes.

Outra maneira de contar os resultados diferentes que Joaozinho obteve é retirar das
72 divisbes que ele fez aquelas em que o numerador e o denominador sdo ambos multiplos
de 2, 3, 5 ou 7. Como os numeradores e denominadores sao numeros diferentes do conjunto
{1,2,3,4,5,6,7, 8, 9}, temos:

« numerador e denominador ambos multiplos de 2:

» 4 possibilidades para um (2, 4, 6 ou 8) e 3 possibilidades (a deve ser diferente de b)
para outro: 4 x 3 =12

« numerador e denominador ambos multiplos de 3:

» 3 possibilidades para um (3, 6, 9) e 2 possibilidades (a deve ser diferente de b) para
outro:3x2=06

« numerador e denominador ambos multiplos de 5:

* 1 possibilidade para um (somente o 5) e 0 possibilidade para outro: 1 x 0 =0
« numerador e denominador ambos multiplos de 7:

» 1 possibilidade para um (somente o 7) e 0 possibilidade para outro: 1 x 0 =0

Logo, Jodozinho obteve 72 — 12 — 6 = 54 resultados diferentes. Esses 54 numeros aparecem
em cinza na tabela anterior.

Questao 3
Item A
9+99+999+--+999 --- 9 =1111111 0 -7 = 111111 03.
7 “noves” 7 “uns” 6 “uns”
Item B

Usando o método de Julieta, o resultado dessa soma é

9+99+999+.-+999--9 = 111 --11110-2021=111--10908 9.
2021 “noves” 2021 “uns” 2017 “uns”

Portanto, ha apenas dois algarismos 0 no resultado.
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Item C

Para verificar que o método de Julieta é correto, escrevemos uma soma genérica da seguinte

forma:
9+99+999 +-.-+999 -9 = (10 = 1) + (100 = 1) + (1000 = 1) + --- + (1000 --- 0 = 1).
n “noves” n “zeros”

LD
Manipulando a soma do lado direito dessa expressao (indicada com LD), ou seja, usando as
propriedades associativa e comutativa da soma, temos:
LD =10+100+1000 +:-+1000---0-(1+1+1+.-+1)=111---10-n.

n “zeros” n “‘uns” n “‘uns”

Substituindo na igualdade anterior, obtemos: 9 + 99 + 999 + ... + 999--9 =111 ---10-n,0

n “noves” n “uns”

que justifica o método da Julieta.

Questio 4

Item A

Maria pode pintar de azul tanto o hexagono como o trapézio e, portanto, essa cor deve ser
tratada separadamente.

Caso 1: o hexagono foi pintado de azul. Entédo, para nao repetir a mesma no trapézio,
este sO pode ser pintado de preto (1 possibilidade).

Caso 2: 0 hexagono nao foi pintado de azul (2 possibilidades). Nesse caso, Maria pode
pintar o trapézio de azul ou de preto (2 possibilidades). Pelo Principio Multiplicativo da
Contagem, ha, entao, 2 x 2 = 4 possibilidades de pinturas.

Juntando os dois casos, vemos que Maria pode pintar a Figura 1 de 1 + 4 = 5 maneiras
diferentes.

Item B
Novamente, facamos a divisdo em casos:

Caso 1: O hexagono foi pintado de azul por Maria. Logo, todos os trés trapézios devem
ser pintados de preto (1 possibilidade).

Caso 2: O hexagono nao foi pintado de azul (2 possibilidades). Nesse caso, cada um
dos trés trapézios da Figura 2 podem ser pintados de azul ou preto. Pelo principio
multiplicativo, ha 2 x 2 x 2 x 2 = 16 possibilidades de pinturas.

Juntando os dois casos, vemos que Maria pode pintar a Figura 2 de 1 + 16 = 17 maneiras
diferentes.
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Item C

Vamos enumerar as regides de acordo com a figura ao lado:

Vamos dividir em 6 casos:
« Hexagono 1 na cor azul, hexagono 2 na cor bege. Nesse ‘

caso, os trapézios 3, 4 e 5 devem ser pintados de preto
(1 possibilidade).

« Hexagono 1 na cor azul, hexagono 2 na cor cinza. Nesse
caso, também os trapézios 3, 4 e 5 devem ser pintados de
preto (1 possibilidade).

« Hexagono 1 na cor bege, hexagono 2 na cor azul. Nesse
caso, os trapézios 3 e 4 devem ser pintados de preto, mas o trapézio 5 pode ser pintado
de azul ou preto (2 possibilidades)

« Hexagono 1 na cor bege, hexagono 2 na cor cinza. Cada trapézio pode ser pintado de
duas cores (2 x 2 x 2 = 8 possibilidades)

« Hexagono 1 na cor cinza, hexagono 2 na cor azul. Nesse caso, os trapézios 3
e 4 devem ser pintados de preto, e o trapézio 5 pode ser pintado de duas cores
(2 possibilidades).

« Hexagono 1 na cor cinza, hexagono 2 na cor bege. Cada trapézio pode ser pintado de
duas cores (2 x 2 x 2 = 8 possibilidades).

Logo,ha1+1+2+8+2+8 =22 maneiras diferentes de Maria pintar a Figura 3.
Questao 5

Item A

Os triangulos AST e FTS tém a mesma area e, portanto, a
area de FTS é igual a 1 cm?. De fato, o segmento GS, na
figura, € perpendicular a reta que contém os lados AT e
TF dos triangulos AST e FTS e é a altura comum desses
tridangulos relativa a esses lados. Como T é ponto médio de
AT, os triangulos AST e FTS tém a mesma area.

Item B

A razao entre as areas dos triangulos APR e PBQ é % .
De fato, os lados AP e PB dos triangulos APR e PBQ, respectivamente, sdo colineares

e tém a mesma medida. Os segmentos paralelos a eles, pelos pontos médios T, S e
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pelo vértice F do hexagono, como indicado na figura ao

lado, dividem as alturas dos triangulos APR e PBQ na

razao 4 pois esses segmentos paralelos a AB e ED,

3 )
recém-tragcados sao equidistantes.

Como as bases tém a mesma medida, a razao entre as areas

coincide com a raz&o entre as alturas e é igual a 4

3

Item C

Para calcular a razdo entre as areas sombreada e nao
sombreada, fagamos o seguinte: tracemos os segmentos AE
e P'R’, paralelos a diagonal BD do hexagono ABCDEF, sendo
P’ e R’ determinados pela interseccao da reta paralela a BD
passando pelo vértice F com os prolongamentos dos lados
BA e DE, respectivamente, conforme a figura a esquerda.

Esses segmentos determinam um paralelogramo BDR’P’, que
€ um retangulo (os angulos ABD e BDE sao retos).

Além disso, como o triangulo BCD tem a mesma area que
a reunido dos tridangulos AFP" e ER’F, por congruéncia, o
retdngulo BDR’P’ tem a mesma area que o hexagono original, que denotaremos por H.

Podemos comparar a area de cada um dos triangulos sombreados com a area H do hexagono.

« A areado triangulo APR é a metade da area do retangulo APRE, que, por sua vez, é igual

a % Dai, a area desse triangulo ¢é igual a%.

« A area do triangulo PBQ é % da area do tridngulo APR, conforme visto no item b) e,
portanto, sua area sera %

o Aadreado triangulo AST é metade da area do triangulo ASF — vide item a) —, que, por sua
vez, é igual a % da area do retangulo P'AER’, portanto, sua area sera %x %X%=%.

Temos, portanto, que a area sombreada é %+%+%=% , €, consequentemente, a area

nao sombreada € igual a %

Concluséao: a razao entre as areas sombreada e nao sombreada € igual a %
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Questio 6

Item A

No primeiro pulo, Kiko tem duas opgdes: ele pode ir de A para B ou para D. No segundo pulo,
Kiko tem trés op¢des, tanto partindo de B quanto partindo de D. Note que, apds esse segundo
pulo, Kiko estara, necessariamente, em A, E ou C. No pulo final, de qualquer uma dessas
pedras, ele tem apenas uma opg¢ao para ir para B. Assim, pelo principio multiplicativo, Kiko
pode realizar 2 x 3 x 1 = 6 passeios distintos, comecando em A e terminando em B.

Podemos listar os passeios, explicitamente, também: A-~B—A—B,A—-B—E—B,A—-B—-C—B,
A—-D—A—B, A~D—E—B, A-D—C—B.

Item B

Analisando-se alguns casos com poucos pulos, como no item A
anterior, emerge um padrdo: em um passeio qualquer, logo — B
apos os pulos de numero impar (primeiro, terceiro, quinto e
assim por diante), Kiko estara em B ou D, e, logo apds os
pulos de numero par (segundo, quarto, sexto e assim por
diante), Kiko estara em A, E ou C.

Isso pode ser entendido da seguinte maneira: se pintarmos as E
pedras B e D de branco e as pedras A, E e C de preto, vemos
que de uma pedra branca ele pula para uma preta, e de uma
pedra preta ele pula para uma branca. O~

D C

A figura ao lado ilustra essa ideia.

Isso indica que, apos o 1001° pulo, Kiko ira se encontrar, necessariamente, em B ou D.
Note que o argumento nao basta para mostrar que, de fato, ele pode terminar tanto em
B quanto em D. Para isso, devemos mostrar que é possivel, apds o 1001° pulo, terminar
em qualquer uma das duas pedras.

Uma maneira de mostrar que as duas pedras sao finais possiveis para o passeio de Kiko
€ exibir, explicitamente, passeios que terminam em B ou em D depois de 1001 pulos. Um
passeio assim pode ser feito da seguinte maneira: simplesmente Kiko pula de A para B
e de B para A até completar 1000 pulos. Apds o milésimo pulo ele estara em A. De A ele
pode dar mais um pulo, tanto para B quanto para D.

Item C

Como discutido no item anterior, Kiko tem duas opg¢bes para o primeiro pulo
(B ou D), 3 opgdes para o segundo pulo (A, C ou E), e assim por diante, até o
2019° pulo, quando tem duas opgdes. No 2020° pulo, Kiko tem apenas uma
opgao, que é pular para C. Assim, pelo principio multiplicativo, Kiko pode realizar
2x3x2x%x3x . x2x1=21010x 3100 hassejos.

OPERACIONALIZAGAO:
4
(# Cebraspe
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