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SOLUCOES

Questao 1

ltem A

» Comecando a preencher pela primeira linha, temos que a
meédiade 2e 14 é lﬁz—: 8.

 Em seguida, podemos preencher a primeira coluna, cuja
meédia é 10. Logo, os dois numeros vizinhos devem somar
20; portanto, 18 é o numero que falta na primeira coluna.

» Passando para a diagonal que contém o 18, a média entre
14e18¢é 32 - 16.
2

* A outra diagonal, assim como a segunda coluna e a
segunda linha, tem média 16; logo, podemos facilmente
preencher as casas restantes, pois 30 + 2 = 32;
8+24=32e10+22=32.

Observe que tudo se completou corretamente.

Item B

20

Vamos chamar de A o niUmero que esta na primeira linha e na primeira coluna, mas poderiamos

ter escolhido outra casa da tabela para comecar.

14

10

16

22

18

24

30

Assim, o numero que falta na primeira linha é 14 — A, o numero que falta na primeira coluna

€ 18 — A. Agora, pela diagonal que contém esse ultimo nimero, temos que a casa central tera

o numero 16 — A.
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16 -A

18-A

Agora, temos que 20 + A =32 — 2A, logo, A = 4.

4 10

12

14

Resta preencher as duas casas restantes. Isso é bastante simples, ja que 17 + 7 =24 =2 x
12e20+10=30=2 x 15.

12 15

14 17

Item C

Agora s6 queremos a soma das nove casas € Nhdo o A C E
preenchimento completo. A casa central deve ser preenchida
com 22.

Agora observe que as casas que ainda nao foram preenchidas 22
devem somar 28 + 44 + 60 = 132, poisA+B=28;C+D =44
e E+F =60. Logo, as nove casas somam 132 + 14 + 22 + 30
= 198. Observe que 198 = 3 x (14 + 22 + 30) = 9 x 22. B D F
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Questéo 2

Item A

Maria pode pintar de azul tanto o hexagono como o trapézio e, portanto, essa cor deve ser
tratada separadamente.

Caso 1: o hexagono foi pintado de azul. Entao, para ndo repetir a mesma no trapézio,
este sO pode ser pintado de preto (1 possibilidade).

Caso 2: 0 hexagono néo foi pintado de azul (2 possibilidades). Nesse caso, Maria pode
pintar o trapézio de azul ou de preto (2 possibilidades). Pelo Principio Multiplicativo da
Contagem, ha, entdo, 2 x 2 = 4 possibilidades de pinturas.

Juntando os dois casos, vemos que Maria pode pintar a Figura 1 de 1 + 4 = 5 maneiras
diferentes.

ltem B
Novamente, facamos a divisdo em casos:

Caso 1: O hexagono foi pintado de azul por Maria. Logo, todos os trés trapézios devem
ser pintados de preto (1 possibilidade).

Caso 2: O hexagono nao foi pintado de azul (2 possibilidades). Nesse caso, cada um dos
trés trapézios da Figura 2 podem ser pintados de azul ou preto. Pelo principio
multiplicativo, ha 2 x 2 x 2 x 2 = 16 possibilidades de pinturas.

Juntando os dois casos, vemos que Maria pode pintar a Figura 2 de 1 + 16 = 17 maneiras
diferentes.

Item C
Vamos enumerar as regioes de acordo com a figura ao lado:

Vamos dividir em 6 casos:

« Hexagono 1 na cor azul, hexagono 2 na cor bege. Nesse
caso, 0s trapézios 3, 4 e 5 devem ser pintados de preto (1
possibilidade).

« Hexagono 1 na cor azul, hexagono 2 na cor cinza. Nesse
caso, também os trapézios 3, 4 e 5 devem ser pintados de
preto (1 possibilidade).

« Hexagono 1 na cor bege, hexadgono 2 na cor azul. Nesse caso, 0s trapézios 3 e 4devem
ser pintados de preto, mas o trapézio 5 pode ser pintado de azul ou preto(2
possibilidades)

« Hexagono 1 na cor bege, hexadgono 2 na cor cinza. Cada trapézio pode ser pintado de
duas cores (2 x 2 x 2 = 8 possibilidades)

« Hexagono 1 na cor cinza, hexagono 2 na cor azul. Nesse caso, 0s trapézios 3e
4 devem ser pintados de preto, e o trapézio 5 pode ser pintado de duas cores
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(2 possibilidades).

« Hex&gono 1 na cor cinza, hexdgono 2 na cor bege. Cada trapézio pode ser pintado de
duas cores (2 x 2 x 2 = 8 possibilidades).

Logo, hal+1+2+8+2+8=22maneiras diferentes de Maria pintar a Figura 3.

Questéao 3
Observamos inicialmente que podemos considerar o quadriculado fixo na posi¢ao apresentada.

Item A

QUAIGUEF £33 §9 (RBUIEHS (BN PATIKUAY, & CASR CENHAN RAES K& fHRsNIfR cﬂ? RN
maneiras, sende guaIaLIBAPO HUM Y NIRIOPAE @r@ﬂﬁﬁhﬂ@i@pé&ﬁa@a,éﬂﬂatﬁ%

0 9 .
ltem B
A probabilidade de que trés casas fixas (2510 necessariamente na mesma coluna) sejam
preenchidas apenas por numeros paresé— 3 __2 __1 . De fato, a probabilidade de a

9 8 7 21
primeira casa ser preenchida com um nimero par é de—9 _conforme o item anterior: uma vez

preenchida a primeira das trés casas com um numero par, a probabilidade de a segunda casa
ser preenchida com um ndmero par e_8 . Finalmente, uma vez preenchidas a primeira e a

segunda casas com numeros pares, a probabilidade de a terceira casa também ser preenchida
com um numero par e—7 , € segue nossa afirmativa inici%l. Cfmo podemos escolher uma

coluna de trés maneiras, a probabilidade procurada é 3 x 51 = 7 -

Alternativamente, quatro casas fixas (em particular, uma coluna e uma casa extra) podem
ser preenchidas com numeros pares de 4! maneiras e, ap0s isso, as cinco casas restantes
podem ser preenchidas com nimeros impares de 5! maneiras. Logo, o0 nUmero de maneiras de
preencher o quadriculado de modo que essas quatro casas tenham nimeros pares € 4! x 5.

Como o numero de maneiras de preencher o quadriculado sem restricdes € 9!, a probabilidade

. . . . ol x4l 1
de que essas quatro casas sejam preenchldas com numeros pares e 2 9!4 =E6'

Finalmente, podemos fixar uma collina e uma casa extra de 3 x 6 = 18 maneiras, e segue que
a probabilidade procurada é 18 x —= __1

126 7

Item C

A probabilidade de que cinco casas fixas (ndo necessariamente formando uma linha e uma

coluna) sejam péeenihidaipor nameros impares €, analogamente ao item anterior, igual a

5 y 4 y 3 x & x . Podemos escolher uma linha e uma coluna de 3 x 3 =9
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maneiras diferentes, e segue que a probabilidade pedida é 9 = .
SOLUC%ES NI%/ELB-ZE FASE gueq b P 126 14

Alternativamente, cinco casas fixas (em particular, uma linha e uma coluna) podem ser
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preenchidas com numeros impares de 5! maneiras e as quatro casas restantes podem ser
preenchidas com numeros pares de 4! maneiras. Podemos fixar uma linha e uma coluna de
3 % 3;3|: 94Ima£1eiras, e segue, como no item anterior, que a probabilidade pedida é

I x 4!
x = - =
9 9! 14 -
Notamos que o fato de a probabilidade em (c) ser a metade daquela em (b) ndo € apenas uma
coincidéncia numérica, mas decorre do fato de que € possivel associar a cada preenchimento
do tabuleiro, como em (c), dois preenchimentos distintos, como em (b); reciprocamente, 0s
preenchimentos como em (b) podem ser divididos em grupos de dois, de modo a gerar um
preenchimento como em (c). Essa ideia esté ilustrada na figura abaixo.

Dessa maneira, outra solucdo para essa questdo é mostrar primeiro (b) e depois usar o
argumento acima para mostrar (c), ou vice-versa.

Questéao 4

ltem A
O volume total da lata é igual a 20 x 10 x 10 = 2.000 cm?.

Item B

A altura maxima é atingida pelo liquido quando ele alcanga a aresta AB indicada na figura
(a partir desse instante, o liquido transborda). Nesse mesmo instante, o liquido atinge o ponto
meédio da aresta EF.
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20

A altura h atingida pelo liquido é igual ao cateto de um triangulo retdngulo isésceles de
hipotenusa medindo 20 cm. Logo, h? + h? = 202, o que fornece h = 10\2 cm.

O volume da lata que deixa de ser preenchido quando o liquido atinge essa altura € o volume
de um prisma triangular, que é igual a metade do volume de um18arallglep{pedo retangulo
X X

de arestas iguais a 10. Logo, o volume néo preenchido é igual a = 500 cm@ e,

2

portanto, o volume de liquido, nesse instante, € igual a 2000 — 500 = 1.500 cm3.

Outra solugéo:

Quando comeca a transbordar, o liquido ocupa um prisma reto. A base desse prisma é um
trapézio de bases medindo 10 cm e 20 cm, respectivamente, e altura medindo 10 cm; a altura

do prisma mede 10 cm. Logo, seu volume é 10+20 , 10 x 10 = 1.500 cm?,
2

Item C

Até atingir o vértice F (quando h = 5v2), o liquido ocupa um prisma triangular, que corresponde

a metade do volume de um paralelepipedo retangulo de arestas hv2, hv2 e 10 cm.

Logo, telmos

V(h)= =hyoxhyp*x10=10h*se0<h <5
2

(func&o quadrética).

Observe que, quando o vértice F € atingido, o
volume de liquido é V(5V2) = 50 x 10 = 500 cm?.
A partir desse ponto, o liquido adicional ocupa
um prisma cuja base é um retangulo de lados

medindo 10 cm e 10V2 cm e cuja altura é
(h = 5v2). Logo,

V(h) = 500 + 10 x 10\2 x (h — 5v2) = 100v2 h - 500, se 5V2 < h < 102

(funcao linear).
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Outra solucéo:

Para 5V2 < h < 1042, o volume de liquido cresce linearmente com a altura. Como \(5+2) = 500
e V(1042) = 1.500, temos:

V(h) = 500 + (1500 — 500)“5: 52 - 10042 h - 500, se 5¥2 < h < 10v2.
N

N

O grafico de V tem o seguinte aspecto:
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Questédo 5

Utilizaremos na solucdo desse problema
o0 teorema das tangentes, que estabelece
gue, se duas tangentes sao tracadas de um
mesmo ponto a uma mesma circunferéncia,
entdo, 0os segmentos que unem este ponto VA
até os pontos de tangéncia sao iguais. XV = X7

ltem A
Queremos calcular o perimetro do triangulo ABC quando SS’ = 10.
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DT’ =DS’

— DT’-DT=DS’-DS — TT’=SS’ =10
DT =Ds
[BM = BS

—BM+BC+CN=BS+BC+CS'=SS’=10

cN=CS’
— BM + BC + CN =10 (equagéao 1)

AM = AT
— AM+AN=AT+AT'=TT7T'=10
AN=AT’

— AM + AN =10 (equacao 2)

Somando as equacdes 1 e 2, obtemos
(BM+AM) +BC + (CN+AN)=2SS’=20 - AB+BC + AC=2 SS’=20.

Assim, o perimetro do triangulo ABC é igual a 20.

Item B

Denote as areas dos triangulos ABC, ABO e
ACO’por A , A e A, respectivamente.
1 2 3

Vamos mostrar que a area do hexagono
OSS'OTTeA, +2A,+2A,.

Observemos a figura ao lado.

area,,,, = 2 X A g, area gy, = 2A,

= 2A,

OSBAT

ar.eaO’S'CAT’ =2x AACO’_) a'reaO’S’CAT’

Logo,
a'reaOSS’O’T’T = a'reaABC + arlea‘OSBAT + areaO’S’CAT' = Al + 2'D\Z + 2A3
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ltem C

Vamos mostrar agora que a area do triangulo ABC é
11 _ a)AB + (a_ b)AC + (a + b)BC].
2

OSS’O’ € um trapézio de bases a e b e altura SS’ (do item A,SS’= AB + Bg + AC)
5 -1 AB + BC + AC
area g = (a +b) >
4area,ggo = (@ + b)(AB + BC + AC)

Por outro lado, area,,, € igual a metade da area do hexagono OSS’O’T’T; portanto, usando
o resultado encontrado no item B,

2A, +4A, + 4A,= (a + b)(AB + BC + AC)
ABX28 | 4x ACxD =(a+b)AB + (a+b)BC + (a + b) AC

2A +4 x
1 2 2
2A1=AB(a+b —2a)+BC (a+hb)+AC(a+b - 2b)
A = L[AB(b_ a)+BC (a+b)+AC(@ _ b).
2

Iltem D
AB=AC =255 A = l[AC(b_a)+BC(a+b)+A(:(a_ b)]
BCxh_1gc(a+h)
2 2
h=a+b
Questéo 6

Vamos denotar por X uma moeda com a face cara paracimae Y a com aface coroa. Aléem disso,
vamos representar uma certa configuragdo das moedas por uma lista de letras consecutivas,
em que cada uma é X ou Y, comecando pela primeira moeda apos o ponteiro no sentido anti-
horario e terminando sempre com a moeda para a qual o ponteiro esta apontando no
momento.

p)(c)
© @
O —»(\ i (Bs C! D! El F’ G’ H’ I’ J’ A)
) 1/\

\/(\/\\\/
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Item A

Podemos exibir explicitamente as mudancas de moedas a partir do inicio, da seguinte forma.

VY YL, Y YY) S (LY, YL YL YL YL YL YL YY)
XY, Y,V Y YL Y YL YLY) 2 (LYY, YL YL YL YL YL Y, X)

Como o ponteiro estara apontando para a posi¢cédo C, podemos concluir que, em D, teremos
uma moeda com a coroa virada para cima (letra Y) e, em C, uma moeda com a cara (letra X).

ltem B
Podemos exibir explicitamente as primeiras 9 operagdes, da seguinte forma.

Y,V Y, Y, Y., Y, Y, Y) 1S GY, YL Y, YL YL YL YL YY)
KXY, Y,V YL YLV Y, YY) 2 (LY, YL YL YL YL YL YL Y, X)
Y, Y, Y, Y, Y, Y, Y, X 2 (LY, YL Y, YL YL YL Y X Y)
XY, Y, Y, Y,Y, Y, XK Y) S (Y, YL Y, YL YL Y XY, X)
YV, YL YL YXKY, X)) 5B (GY, YL YL YL Y XY X Y)
Y, Y, Y, Y, YK Y, X Y) S (Y, Y, YL Y, Y XY XY, X)
YV Y, YLLK Y XK Y, X)) B G, YL Y XY XY X Y)
KY,Y, Y XY XY, X Y) & (LY, Y XY, XY, XY, X)
YV, Y, XY XY XY, X)) S G Y, XY, XY XY X, Y)

Assim, teremos moedas alternadas e o0 ponteiro apontara para a posicao J. Os proximos trés
movimentos sdo 0s seguintes.

=
(@)
°©

XY, X Y, X Y, X Y, X, Y)
Y, X, Y, X Y, X, Y, X, Y, X)
Y, Y, X, Y, X, Y, X, Y, X, Y)

l

Y, X Y, XY, X, Y, X, Y, X)
Y, Y, X Y, X Y, X Y, X, Y)
KX Y, XY, X Y, X, Y, Y)

lH
=
o

=
IR
o

No final desse processo, 0 ponteiro apontara para a letra C (pois ele dara uma volta completa
e avancard mais duas posicoes) e, assim, podemos concluir que estardo com a face cara para
cima as moedas nas posicoes A, D, E, G e I. Logo, nas posi¢cdes B, C, F, H e J, as moedas
tém a face coroa voltada para cima.

Item C

Perceba que a operacédo do ponteiro é reversivel, ou seja, dada qualquer configuracao das
moedas, existe apenas uma configuracdo imediatamente anterior que a produziu através do
movimento do ponteiro. Assim, se, em um dado momento, todas as moedas estdo com a face
cara virada para cima, entdo, na posicao imediatamente anterior, todas também estavam com
a face cara virada para cima. Retrocedendo essa operacéo até o inicio, deveriamos concluir
gue todas estavam com a face cara para cima desde o principio. Como isso é um absurdo, é
impossivel que em algum momento todas figuem com a cara virada para cima.
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Item D

O numero de disposi¢cdes de 10 moedas cara e coroa € finita, bem como o nimero de possiveis
posi¢cdes do ponteiro. Assim, o numero de configuracdes das sequéncias associadas ao ponteiro
e finito e, eventualmente, apds alguma interacao futura, devera se repetir. Digamos que, apos
0 ponteiro se mover i e j vezes, com i < j, as configuracdes sao exatamente as mesmas. Como
a operacao é reversivel, as configuracdes apés i 1 e j I-movimentos também sdo idénticas.
Repetindo esse argumento i vezes, podemos concluir que as configuracdes apos i -
i = 0 e H movimentos do ponteiro sdo idénticas. Ou seja, apos [ interacbes do ponteiro, a
configuragdo resultante serd a mesma do inicio e todas as moedas estardo com a face coroa
virada para cima.

Outra solucgao:
Item A

Para simplificar a notacdo, a cada face coroa vamos associar o numero -1, e a cada face cara,
o numero +1. Além disso, para cada disposicdo das moedas no circulo, vamos associar uma
sequénciaformada pelos niumeros correspondentes as moedas nas posi¢cdes de Aa Jem ordem
anti-horaria e escritos a partir da proxima moeda para a qual o ponteiro apontara. Observe na
figura a seguir uma exemplificacdo dessa notacdo. Se ela representar a configuragao inicial,
entdo todos os x’s serdo iguais a -1.

i’TD\\” c)
65\/;’\/ 1‘*\/@
N 7
{5 —(A) (xl, Xpr Xy weey Xgy Xy
R ~
{G) o \\Qj B C D .. J A
\H/‘G/"

Apds um movimento do ponteiro, a sequéncia sofre a seguinte transformacao T:

T
(Xps Xoy Xgy wey Xgy Xp0) > (X; X Xy, Xgy gy wery Xgy Xp0 Xy)-
Por exemplo, apds os dois primeiros saltos, teremos:

-1,-1,-1,-1, ..,-1,-1) * (+1,-1,-1-1,..,-1,-1) = (1,-1,-1-1,-1,..-1, +1).

Assim, apés os dois primeiros saltos, o ponteiro apontara para a posi¢ao C, a posi¢ao D tera
uma moeda com a face coroa (-1) e a posi¢cao C tera uma moeda com a face cara (+1).

Iltem B
Comecando com uma sequéncia (X,, X,, X, ..., X;,), ap0s 9 operacdes, teremos:

(Xy X5 Xgs Xy vy Xg, Xy0) T
(X, X Xy Xgy Xgy weny Xygr Xy) T2

-
(X, X X, X Xgy Xgy weny Xpy X X X,)

(Xy X X, X Xy X i X Xy Xpy Xy X Xy vy Xy X X, X X X1 X X).
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Como inicialmente temos x. = -1 para todo i, a sequéncia tera valores alternados. Os trés
movimentos seguintes do ponteiro produzem:

(+1,-1,+1,-1,+1,-1,+1,-1,+1,-1) 5 (-1,+1,-1,+1,-1,+1,-1,+1,-1,+1) B
(-1,-1,+1,-1,+1,-1,+1,-1,+1,-1) 5 (+1,+1,-1,+1,-1, +1, -1, +1, -1, -1).

No final desse processo, 0 ponteiro apontara para a letra C (pois ele dara uma volta completa
e avancara mais duas posicoes) e, assim, podemos concluir que estardo com a face cara para
cima as moedas nas posicoes A, D, E, G e I. Logo, nas posi¢cdes B, C, F, H e J, as moedas
tém a face coroa voltada para cima.

Item C

Percebemos que a operacado T é reversivel, ou seja, dada qualquer configuracdo das moedas,
existe apenas uma configuracao imediatamente anterior que a produziu pela movimentacéo
do ponteiro.

X, S X, e, X, X (X, X, X,y X, X))
—_— —
10 X 2 8 o9 1 2 3 9 10

Assim, se, em um dado momento, todas as moedas estivessem com a face cara para cima,
ou seja, todas associadas ao numero +1, na posi¢cdo imediatamente anterior, todas também
estariam com a face cara para cima. Retrocedendo essa operacado até o inicio, deveriamos
concluir que todas estavam com a face cara para cima desde o principio. Como isso € um
absurdo, é impossivel que em algum momento todas fiquem viradas com a face cara para
cima.

Item D

O numero de sequéncias com +1 e -1 com 10 posicbes € finita, bem como o nimero de
possiveis posicdes do ponteiro. Assim, o niumero de configuracdes das sequéncias associadas
ao ponteiro é finito e, apos alguma interacao futura, deverdo se repetir. Digamos que, ap0s
0 ponteiro se mover i e j vezes, com i < j, as configuragcoes sejam exatamente as mesmas.
Como a operacao é reversivel, as configuracdes apoés i — 1 € j — 1 movimentos também sao
idénticas. Repetindo esse argumento i vezes, podemos concluir que as configuracdes aposi
i=0ej ithovimentos do ponteiro sédo idénticas. Ou seja, apos j tinteracdes do ponteiro,a
configuracéo resultante sera a mesma do inicio e todas as moedas estardo com a face coroa
para cima.

OPERACIONALIZAGAO:

(# Cebraspe



