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SOLUCOES NIVEL 3

1. Aninha tem nove cartdes numerados de 1 a 9. Ela forma sequéncias com esses cartdes colocando alguns deles
lado a lado. Uma sequéncia de Aninha & chamada de especial quando, para quaisquer dois cartbes vizinhos, o nimero
de um deles € miltiplo do nimero do outro.

Sequéncia especial Sequéncia especial Sequéncia néo especial

3lo]  [2fel1]s] [4]2]3

a) Apresente uma sequéncia especial com sete cartfes comecando com6 e 2.

62| \

b) Apresente uma sequéncia especial com oito cartbes.

c) Apresente uma sequéncia especial com trés cartdes em que aparecam os cartdes 5e 7.

d) Explique por que & impossivel formar uma sequéncia especial com os nove cartdes.

Solugao N3Q1

a) Para uma sequéncia que comega com os cartdes 6 e 2, nessa ordem, o préximo cartdo
pode ser o de nimero 4, 8 ou 1. Por exemplo, sendo o 4, o cartdo seguinte pode ser 8,
seguido do 1, resultando em (6, 2, 4, 8, 1). Os cartdes seguintes podem ser os de
nuimeros 9 e 3, resultando em (6, 2, 4, 8, 1, 9, 3), uma sequéncia especial com sete
cartoes.



d)

b) Com base na sequéncia anterior, com sete cartles, é possivel formar uma com oito
cartGes: os dois ultimos cartdes, 9 e 3, podem ser movidos para o inicio da sequéncia
anterior e o cartdo de numero 5 (ou 7) pode vir a direita do cartdo de nimero 1,
resultandoem (9, 3,6,2,4,8,1,5) (ou (9, 3,6, 2,4,8,1,7)).

c) Os numeros 5 e 7 sdo ambos multiplos do 1. Uma sequéncia especial com trés cartdes,
dentre eles os de nimeros 5 e 7, pode ser (5, 1, 7). A outra possivel é (7, 1, 5).

d) Dentre todos os cartGes, os de niUmeros 5 e 7 sdo aqueles que podem ter menos vizinhos
em uma sequéncia especial (exatamente um vizinho cada, que deve ser o cartdo de
numero 1). Logo, se um deles é usado, o outro ndo pode ser usado para obter a maior
sequéncia especial possivel. Quando 0 5 e 0 7 sdo ambos utilizados, obtemos uma das
sequéncias do item c). Portanto, as maiores sequéncias especiais com os cartdes de
numeros 5 ou 7 tém apenas um desses cartdes, que deve ser posicionado em uma das
suas pontas (ou no inicio ou no fim). Logo, é impossivel formar uma sequéncia especial
usando todos os cartdes. As maiores delas tém oito cartdes, tal como a do item b).

Zequinha quer colorir os inteiros positivos de branco ou preto, obedecendo as regras abaixo:

se n € inteiro entdio n e n + 5 devem ter a mesma cor;
se a e b sdo inteiros e n = ab for branco, entdo pelo menos um dos fatores a ou b deve ser branco.

Explique por que se o 38 for branco, o 3 também deve ser branco.

Explique por gque se o 4 for branco, o 2 também deve ser branco.
Explique por que se o 1 for branco, o 4 também deve ser branco.
Explique por que o 2 e 0 3 sempre devem ter a mesma cor.

Solug¢ao N3Q2

a) Aplicando a primeira regra para os inteirosn = 33 en + 5 = 38, segue que

e 33e33+5=38
devem ter a mesma cor, bem como os inteiros

e 28e28+4+5=33

e 23e23+5=28

e 18e18+5=23

e 13e13+5=18

e 8e8+5=13

e 3e3+45=8
Concluimos assim, pela primeira regra, que os inteiros 3,8,13,18,23,28 e 33 devem ter
a mesma cor. Logo, se Zequinha colorir o 38 de branco, a cor do 3 deve ser branca.

b) De acordo com a segunda regra, se a e b sdo inteiros e n = ab for branco, entdo pelo
menos um dos fatores a ou b deve ser branco. Nocasoemquea=b=2en=ab=2"-
2 = 4 for branco, temos dois fatores a e b iguais a 2 em que pelo menos um deles, no



caso o 2, deve ser branco. A segunda regra aplicada em quadrados perfeitos n = a? diz
que se n = a? for branco entdo a deve ser branco.

c) Se o 1 for branco entdo, pela primeira regra, os inteiros 1, 1+5=6, 6 +5=11 e
11 + 5 = 16 devem ter a mesma cor branca. Por outro lado, a segunda regra aplicada ao
quadrado perfeito 16 = 42 diz que se 16 for branco ent3o 4 deve ser branco. Logo, se o
1 for branco, o 16 e 0 4 também serdo brancos.

d) Temos que explicar por que o0 2 e 0 3 sempre terdo a mesma cor segundo as regras
de pintura que Zequinha deve obedecer. Vamos fazer isso justificando por que essas
regras ndao permitem que o 2 e o 3 sejam pintados de cores diferentes. Temos duas
possibilidades para o 2 e o 3 terem cores diferentes:

e Casoemque 2 é preto e 3 é branco:

Nesse caso, como 3 é branco segue, pela primeira regra, que 8 = (3 + 5) serd branco.
Como 8=2-4 e 2 é preto, segue, pela segunda regra, que 4 serd necessariamente
branco. Sendo 4 = 22 branco segue, pela segunda regra, que 2 serd branco. Mas 2 ndo
pode ser branco porque estamos no caso em que 2 é preto.

e (Casoem que 2 é branco e 3 é preto:

Nesse caso, como 2 é branco segue pela primeira regra que 12 =(2+5)+5 serd
branco. Como 12=3-4 e 3 é preto, segue, pela segunda regra, que 4 sera
necessariamente branco. Sendo 4 branco, segue, pela primeiraregra, que 9 = 4 + 5 serd
branco. Sendo 9 = 32 branco, segue pela segunda regra, que 3 serd branco. Mas 3 ndo
pode ser branco porque estamos no caso em que 3 é preto.

Assim, os casos em que 2 e 3 tem cores diferentes nunca ocorrem segundo as regras de
pintura que Zequinha deve obedecer.



3. Um carro percorre o trajeto AB indicado na figura. Nas proximidades C
do trajeto, existem antenas de celular com suas bases nos pontos Ce D, [
também indicados. A distincia do carro ao ponto A € representada por x. 1

Considere a fungdo f que associa ¥ ao gquadrado da distdncia do carro a

base da antena mais proxima. Por exemplo, quando o carro esta em A, A 2 3 1 B
a antena mais proxima & C e o quadrado da distdncia do carmo a ela é 2
2%+ 1°=5; portanto, f(0) = 5.

a) Qual é o valor de F(3)?

b) Qual & o valor de x para que as distancias do carro as antenas sejam iguais?

c) Facga o grafico da fungio £

T (x)4

5

4
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Solucao N3Q3

Consideraremos a posicao do carro como um ponto no segmento AB.

a)

b)

A distancia ao quadrado do ponto x = 3 até o ponto C é, pelo Teorema de Pitagoras,
igual a 12+ 1%2= 2, enquanto que a distancia ao quadrado de x = 3 até o ponto D é

22+2%2=8. logo, f(3) = 2. c x=3
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D
As distancias até as bases das antenas serao iguais em um ponto x localizado entre
os pontos F e G descritos na figura abaixo.

De

O quadrado da distanciade x até Cé 1+ (x — 2)? = 5 — 4x + x2 e o quadrado da distancia
dexaté Dé4+ (5—x)% =29 —10x + x2.

Igualando as duas expressdes temos 6x = 24; logo, x = 4 é o ponto em que as distancias até

as bases sdo iguais.



c) Do item b) e da simetria do quadrado da distancia aos pontos F e G, temos

f(x)

5—4x+x%se0<x<4 !

fx) = ) 5
29 —10x +x“,sed4 <x <6

4

3

2

4. Trés pessoas entram em um elevador no andar térreo de um prédic com quatre andares, além do témeo. Cada
urma delas escolhe um andar ao acaszo, independentemente das demais.

a) Cual & a probabilidade de que o elevador pare em um Unico andar?

b) Qual & a probabilidade de que o elevador pare no 1° andar?

¢} Qual & a probabilidade de que o elevador pare em trés andares consecutivos?

Solucao N3Q4

Primeira solugao:

Nesta solu¢do ndo ha a possibilidade de uma pessoa apertar a tecla do térreo, estando nele.
As trés pessoas que entram no elevador podem escolher seus andares de 4 x 4 x 4 = 64 modos.

a) O andar comum das trés pessoas pode ser escolhido de 4 modos. Logo, a
no. casos favoraveis 4 1

probabilidade de que todos se dirijam ao mesmo andar ¢ ——— = — = —,
no. casos possiveis 64 16

b) Para que o elevador ndo pare no 12 andar, as trés pessoas devem escolher um andar

diferente do primeiro, o que pode ser feito de 3 x 3 x 3 = 27 modos. Logo, a

- ~ , no. casos favoraveis 27
probabilidade de que o elevador ndo pare no 12 andar ¢ — = —

P - el
no. casos possiveis 64

27 37

portanto, a probabilidade de que ele pare nesse andaré 1 — o

c) Ostrés andares consecutivos podemser 1,2 e 3 ou 2, 3 e 4 (duas possibilidades). Em
cada um desses casos, a primeira pessoa pode escolher seu andar de 3 modos, a
segunda de 2 modos e, para a terceira, so resta 1 modo de fazer essa escolha. Logo, a

probabilidade de que o elevador pare em trés andares consecutivos é
no. casos favordveis __ 2x3x2x1 _ 12 _ 3

no. casos possiveis 64 T 64 16



Segunda solucao N3Q4

Podemos considerar o andar térreo como um dos andares do prédio como os demais, com a
possibilidade de uma pessoa apertar a tecla desse andar, mesmo estando nele. Assim, as trés
pessoas que entram no elevador podem escolher seus andares de 5 x5 x 5 =125 modos.

a) O andar comum das trés pessoas pode ser escolhido de 5 modos. Logo, a

. - , no. casos favoraveis 5 1
probabilidade de que todos se dirijam ao mesmo andaré — = — = —.
no. casos possiveis 125 25

b) Para que o elevador ndo pare no 12 andar, as trés pessoas devem escolher um andar
diferente do primeiro, o que pode ser feito de 4 x 4 x 4 = 64 modos. Logo, a

- ~ , no. casos favoraveis 64
probabilidade de que o elevador ndo pare no 12andaré ———— = —e¢,
no. casos possiveis 125
64 61

portanto, a probabilidade de que ele pare nesse andaré 1 — 5 = 125

c) Os trés andares consecutivos podem ser: térreo, 1e2oul,2e30u2,3e4(trés
possibilidades). Em cada um desses casos, a primeira pessoa pode escolher seu andar
de 3 modos, a segunda de 2 modos e, para a terceira, so resta 1 modo de fazer essa

escolha. Logo, a probabilidade de que o elevador pare em trés andares consecutivos é
no. casos favordveis _ 3X3x2x1 _ 18

no. casos possiveis 125 125

5. Um adesivo, na forma de trifngulo retdngulo, sera colado sobre a superficie
lateral de uma lata cilindrica, com um dos catetos coincidindo com a altura da lata,
como na figura. A altura da lata € 15 cm & o comprimento da circunferéncia da baze
& 12 cm.

a) Se os catetos do tridngulo medem 15 cm & 10 cm, qual sera a area da superficie lateral da lata ndo coberta pelo
adesivo?

b) Se os catetos do frifngulo medem 15 cm e 60 ¢m, o adesivo podera ser enrolado cinco vezes sobre a lata.
Qual sera a area da superficie lateral da lata ndo coberta pelo adesivo?

A

¢} Seum adesivo de catetos 15 & 90 cm for completamente enrolado no cilindro, qual sera a area da superficie
lateral da lata coberta por exatamente trés camadas desse adesivo?




Solucao N3Q5

Observamos, inicialmente, que a planificagdo da superficie de um cilindro circular reto
€ a reuniao de dois circulos (as bases do cilindro) e um retangulo cuja medida de um dos
lados é igual ao comprimento da circunferéncia dos circulos, conforme a figura.

@
O

a) Sealtura dalata é 15 cm e o comprimento da circunferéncia 12 em

b)

da base é 12 cm, esses serdo os comprimentos dos lados do
retangulo da planificacdo do cilindro; a figura ao lado mostra,
na planificacdo, como o adesivo triangular cujos catetos
medem 15 e 10 cm sera colado sobre a superficie lateral do
cilindro. A drea descoberta estd em cinza no retangulo dessa
planificacdo.

15cm

10cm . 2cm

Portanto, a drea descoberta corresponde a diferenca entre a drea do retangulo e a
area do tridngulo, ou seja, 180 — 75 = 105 cm?. Podemos também calcular,
alternativamente, a area do trapézio cujas bases medem 2 cm e 12 cm e cuja altura
mede 15 cm, e temos: 7 x 15 = 105 cm?.

Em razdo da semelhanca, os comprimentos das divisGes verticais do triangulo que
4 3 2
5’5’5
9 cm, 6 cm e 3 cm, respectivamente

. ~ s . 1 s ~ .
representa o adesivo sdo iguais a e Eda altura da planificacdo, ou seja, 12 cm,

12 em 12¢m 12cm 12 em 12em

A figura acima mostra, sobre o retdngulo da planificacdo, as sobreposicdes das
divisdes do adesivo triangular correspondentes a sobreposicdo que ocorre a cada
volta, e a divisdo da altura em cinco partes de mesmo comprimento 3 cm.

Na primeira volta, o adesivo deixara descoberto apenas o triangulo retangulo
cinza com catetos medindo 12 cm e 3 cm; nas quatro voltas seguintes, o adesivo



serd colado sobre a parte ja adesivada na volta anterior. Portanto, a drea nao
coberta pelo adesivo serd: (3 x 12) + 2 =18 cm?.

Outra solugdo: o triangulo cinza de catetos x e 12 é semelhante ao triangulo de

catetos 15— x e 48. Logo, ( x + 12) = ( (15 — x) + 48); disso segue que x=3cme a
drea n3o cobertaé3x12+2 =18 cm?.

¢ ) O triangulo cujo cateto tem 90 cm de comprimento dara 7 voltas e meia (90 = 7 x
12 + 6) em torno da circunferéncia da base do cilindro.

15 cm

12 cm

Na primeira volta, apenas o triangulo em cinza da figura acima ficard sem adesivo na
superficie cilindrica. Completada a segunda volta, somente o paralelogramo 1 indicado
na figura ficard com apenas uma camada de adesivo; apds a terceira volta, somente o
paralelogramo 2 ficard com apenas duas camadas de adesivo; apds a quarta volta,
teremos somente a regido indicada como paralelogramo 3 coberta por apenas 3
camadas de adesivo, e é essa a regido cuja area devemos calcular.

Para determinar a altura y da intersec¢ao do adesivo com a vertical inicial, apds a

. . 90 78 . 78 ,
primeira volta, podemos usar a semelhanca: e ou seja, y=-—; dai, os

. ~ .. . 78
paralelogramos sucessivos 1, 2 e 3 terdo os lados verticais medindo 15 - = 2 cm.
Como a altura relativa a esses lados mede 12 cm, a drea dos paralelogramos, em especial
a do paralelogramo 3, serd 24 cm?.



B. Pedrodeseja pintar quadradinhos de tabuleiros de modo que a quantidade de quadradinhos
pintados em qualguer subtabuleiro 3 x 3 =eja sempre um ndmero impar. Veja um exemplo em
um tabuleiro 4 = 4 pa figura ao lado.

a) Pedro ja pintou as duas primeirazs linhas de um tabuleiro 3 = 4. Indique as 4 maneiras diferentes de completar a
pintura desse tabuleiro pintando somente casas da dlfima linha.

b) De guantas maneiras ele pode pintar um tabulsiro 3 = 47
¢} De quantas maneiras ele pode pintar um tabuleiro 4 = 47
d) De guantas maneiras ee pode pintar um tabulsiro 2023 = 20237

Solucao N3Q6

Solugdo

a)

N

K|L|M

Sejam K, L, M e N os quatro quadrados que faltam ser pintados. Perceba que a escolha das cores
dos quadrados K e L determina unicamente a cor do quadrado M, porque nas trés primeiras
colunas juntas devemos ter um nimero impar de quadrados pretos. De modo semelhante, uma
vez escolhidas as cores de L e M, temos uma apenas uma possibilidade de escolha para a cor de
N porque nas trés colunas finais, juntas, também temos um nUmero impar de casas pretas. As
possibilidades para as cores de K e L sdo 4: (Branco, Branco) = (B, B), (Branco, Preto) = (B, P),
(Preto, Branco) = (P, B) e (Preto, Preto) = (P, P). Para escolher M, temos, respectivamente, as
seguintes possibilidades: (K, L, M) = (B, B, P), (B, P, B), (P, B, B) e (P, P, P). Finalmente, para
escolher N, temos (K, L, M, N) = (B, B, P, P), (B, P, B, P), (P, B, B, B) e (P, P, P, B).



Observacdo: Outra forma de fazer essa contagem é escolher inicialmente as cores de L e M.
Assim ficam determinadas as cores de K e N.

b) A mesma analise que foi feita no item anterior poderia ser realizada para qualquer coloragdo
das duas primeiras linhas. Existem 28 escolhas possiveis das cores dos quadradinhos dessas duas
linhas e 22 escolhas possiveis para as cores dos quadradinhos K e L. Portanto, h4 28 - 22 = 210 =
1024 formas de pintar o tabuleiro.

Observacdo: Outra explicacdo possivel é pintar todos os quadradinhos que ndo estdo nos cantos
de 28 formas e pintar dois quadradinhos dos cantos em uma mesma diagonal de 22 formas. Isso
determina unicamente a pintura do tabuleiro.

c) Resposta: 212 maneiras.

K{L|{M|[N
X|Y|Z|T

Podemos pintar as duas primeiras linhas de 28 formas. Uma vez escolhidas as cores dos
quadrados K e L, as cores dos quadrados M e N ficam determinadas. Perceba se as duas linhas
do meio estdo determinadas, podemos repetir o mesmo procedimento do item anterior com a
ultima linha: ao escolhermos as cores dos quadrados X e Y, as cores de Z e T ficam determinadas.
Temos assim 212 formas de escolher as cores dos quadrados cinzas da figura e isso determina
por completo as cores dos demais quadrados.

Mais especificamente, pintamos inicialmente as casas de cor cinza da maneira que quisermos
usando preto ou branco.

Destacamos o quadrado

Destacamos o quadrado

3 x 3 superior esquerdo. 3 x 3 superior esquerdo.

A cor da casa com uma

A cor da casa com a

. . nova estrela fica
estrela fica determinada

pela paridade impar. * dete.rdm(ijnafia pela *
paridade impar.

—




Destacamos o Destacamos o
quadrado 3 x 3 inferior
esquerdo. A cor da casa

As casas de cor cinza

quadrado 3 x 3 inferior determinam a

direito. A cor da casa pintura completa, de

com uma nova estrela

com uma nova estrela acordo com o

fica novamente

fica novamente enunciado. H& 212

determinada.

2023 x 2023

determinada. possibilidades de

fo taBiRERgCasas de

cor cinza.

| primeira e as dua
de 22:2023+2:2021 — »808¢

Uma vez que uma dessas escolhas tenha sido realizada, o terceiro quadradinho da terceira linha
tem sua cor determinada, pois ha uma Unica escolha possivel a depender da paridade de
quadradinhos pretos pintados na area cinza do quadrado 3 X 3 no canto superior esquerdo.
Deslocando esse quadrado 3 X 3 para a direita, podemos concluir que o quarto quadradinho da
terceira linha também esta determinado. O mesmo vale para todos os quadrados dessa linha.
Como a segunda e a terceira linha estdo pintadas e os dois primeiros da quarta, pelo mesmo
argumento anterior, toda a quarta linha esta determinada. Esse processo pode ser repetido até
a ultima linha e ird gerar um tabuleiro que atende as exigéncias do enunciado. Portanto,
podemos pintar o tabuleiro 2023 x 2023, em conformidade com o enunciado, de 28°88 formas
diferentes.



