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1. Ana e Pedro cortam pedacos de papel que estdo em uma cesta.

e Sempre que Ana pega um pedaco, corta em cinco pedacos
e devolve todos eles para a cesta.

e Sempre que Pedro pega um pedaco, corta em trés pedacos
e devolve todos eles para a cesta. -

Inicialmente ha trés pedacos de papel na cesta.

a) Quantos pedacos de papel ficardo na cesta depois de Ana e Pedro pegarem um pedaco cada um e devolverem
os pedacos cortados para a cesta?

b) Descreva uma maneira de Ana e Pedro pegarem, cortarem e devolverem todos os pedacos de papel da cesta para
que, a partir dos trés pedacos iniciais, a cesta fique com 11 pedacos.

C) Explique por que, a partir dos trés pedacos iniciais, a cesta nunca ficara com 2024 pedacos apos Ana e
Pedro devolverem todos os pedacos cortados para a cesta.

Solucao N2Q1

Item a) O numero de papéis na cesta sempre aumenta depois que Ana ou Pedro devolvem os pedagos que
cortaram. Cada vez que Ana pega um pedaco da cesta, corta em 5 pedacos, e devolve os pedacos cortados
para a cesta, o total de papéis da cesta aumentaem 5 — 1 = 4. Cada vez que Pedro pega um pedaco da cesta,
corta em 3 pedacos, e devolve os pedacgos cortados para a cesta, o total de papéis da cesta aumenta em 3 —
1 = 2. Logo, depois de Ana e Pedro pegarem um pedago cada um e devolverem os pedagos cortados para a
cesta, ela ficaracom3+4+2=9(ou5+ 3 + 1 = 9: Ana+Pedro+cesta) papéis.

Item b) Ha cinco maneiras diferentes de Ana e Pedro pegarem papéis da cesta a partir dos 3 pedacos iniciais
para que, depois de devolverem os pedacos cortados, ela fique com 11 pedagos. Essas maneiras dependem
da ordem em que Ana e Pedro pegam pedacos da cesta. Sdo elas:

e Ana—-Pedro—Pedro(3+4+2+2=11)ou(5+3+3) =11

e Pedro—Ana—-Pedro(3+2+4+2=11)ou(3+5+3=11)

e Pedro—Pedro—Ana(3+2+2+4=11)ou(3+3+5=11)

e Ana-Ana(3+4+4=11)ou(1+5+5=11)

e Pedro—Pedro—Pedro—Pedro(3+2+2+2+2=11)ou [(2+3)+3+3 =11]

Item c) O nimero inicial de papéis na cesta é impar, e vai sempre aumentar de 2 ou de 4 pedacos. Como
um impar mais um par sempre resulta em um nimero impar, o nimero de papéis na cesta sempre sera
impar, nunca sera 2024.



2. Emuma brincadeira, Euclides escolhe um ndmero natural,
coloca esse numero no topo do tabuleiro ao lado e realiza o 5913 50
seguinte procedimento: resto 2
q F' _ - _ _ 219 b
# divide o numero escolhido por 3 e anota o quociente E9=19x3+2 19
e o resto;
) 1913 resto 1
+ se o resto for 0 coloca o quociente logo abaixo do 1 6 b
numero; B | ‘ ‘
- 19=6x3+1
¢ se o resto for 1 coloca o quociente deslocando uma

casa para a direita;
s se o resto for 2 coloca o quociente deslocando duas casas para a direita.

A seguir, ele repete o mesmo procedimento para o quociente obtido. Na figura vemos a brincadeira de Euclides que
comeca com 59 e termina com o 6 na quarta casa da base do tabuleiro.

a) Faca a brincadeira de Euclides com o nimero 51.

o1

D} Quais nimeros Euclides pode ter escolhido se a brincadeira terminou com o 4 na quarta casa da base do tabuleiro?

Elj

C} Quantos numeros entre 10 e 99 comecam uma brincadeira de Euclides que termina na quarta casa da base do
tabuleiro?

Solugcao N2Q2
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Item a)
Item b) Fazendo a brincadeira “de trds para a frente”, o I_I LI
numero que deu origem ao 4 sé pode ser 4 X 3 =12,

4x3+4+1=13 ou 4x3+2=14, pois sao as operagdes u |1_4| I_I u u \E‘

inversas da brincadeira. Entretanto, o 12 n3o foi, pois ndo

ha posicdo acima da quarta posi¢cdo da base. Observe que u u u \ﬂ u LI u u |i| I_I

0 14 deve aparecer na segunda posicdo (da esquerda para

a direita) do segundo andar e que 13 deve aparecer na terceira posi¢do (da esquerda para a direita) do segundo andar
para que possam dar origem ao 4 na posi¢do que ele ocupa na base. Se o numero que aparece no topo da origem ao
14, esse numero deve ser 14 X 3 + 1 = 43. Se o niUmero que aparece no topo da origem ao 13, esse nimero deve
sero 133 + 2 = 41. Portanto, as respostas sdo 41 e 43.



Item C) Se o nimero x esta escrito na quarta posicao da base, entdo os nimeros que podem ter dado origem a ele
sdo 3x + 2 (na segunda posicao do segundo andar) e 3x + 1 (na terceira posi¢cdo do segundo andar). Estes, por sua
vez, devem tervindode 3(3x+2)+1=9x+7 e 3(3x + 1) + 2 = 9x + 5, respectivamente. Portanto, os nime-
ros devem ser multiplos de 9 mais 7 ou multiplos de 9 mais 5. Entre 10 e 99 os menores nimeros com essas proprie-
dadessdo 16 =9 X1+ 7e14 =9 X1+ 5, respectivamente. Os maiores sdo, respectivamente, 97 =9 x 10+ 7 e
95 =9 x 10 + 5. Explicitamente, sdo os nimeros do conjunto
{16,25,34,43,52,61,70,79,88,97} U {14,23,32,41,50,59,68,77,86,95}.

Portanto, sdo 20 numeros que satisfazem a condi¢do deste item.



3. Um gquadrado com area igual a 36 cm? foi recortado nas seis pecas da figura.

Foram feitos oito cortes retos, quatro de um mesmo tamanho maior e outros quatro de .
um mesmo tamanho menor, em angulos multiplos de 45°.

a) Desenhe no quadrado abaixo como poderiam estar as pecas antes de recortadas. . k

b) Qual é a area de uma peca pentagonal?

C.} Qual & a razdo entre as areas da menor e da maior pega quadrada?

Solucao N2Q3

Item a) Abaixo estdo trés solucdes possiveis. Outras solucdes podem ser obtidas por meio de rotacdes ou refle-
xoes.

Item b) A peca pentagonal ocupa dois quadradinhos e meio do quadriculado. O quadrado original é formado por 9

quadradinhos do quadriculado. Como a area do quadrado original é igual a 36 cm?, a drea de cada quadradinho do
quadriculado é igual a 36 +~ 9 = 4 cm?. Logo a area da peca pentagonal é igual a4 x 2,5 = 10 cm?.

Item C) A menor peca quadrada ocupa um quadradinho do quadriculado, e sua érea é igual a 4 cm?. A maior peca

quadrada ocupa quatro metades do quadradinho do quadriculado, ou seja, 2 quadradinhos do quadriculado, e sua
4cm? 1

8cm2z ~ 2

area é igual a 8 cm?. Logo, a raz3o entre as dreas da menor e da maior peca quadrada é igual a



4. Oscirculos do diagrama devem ser preenchidos com nimeros naturais
diferentes. Dois numeros escritos em circulos ligados por um segmento @
devem ter um divisor comum maior do que 1. Por exemplo, 8 e 15 nunca

vao ser escritos em circulos ligados por um segmento. Ao lado temos um
exemplo de preenchimento. o e

a) Faca um preenchimento para os circulos vazios abaixo. @'o 9 0'0

N={1,2,3,..}é 0
conjunto dos nimeros

naturais.

b) Preencha os circulos abaixo de modo que o maior nimero escrito seja 12.

C) Explique por que & impossivel preencher os circulos de modo que o maior numero escrito seja menor do que 12.

Solugao N2Q4

Item a) H4 infinitos preenchimentos possiveis, por exemplo:

@
@ & @
(1979 @9-(s ()

Item b). Abaixo apresentamos uma possibilidade.

Ha muitos exemplos. Em todos eles a posi¢cdo do 5 e do 10 é fixa.

Item c) Se o maior nimero escrito é menor do que 12, os oito nimeros a serem escritos devem ser
escolhidos entre 2,3,4,5,6,8,9 e 10. De fato, o nimero 1 nunca pode ser escolhido, e se um nimero primo é
escolhido para ser escrito num circulo entdo, necessariamente, um de seus multiplos também deve ser
escolhido para ser escrito num circulo vizinho; logo 7 e 11 ndo podem ser escolhidos, pois seus multiplos
sdo maiores do que 12. Como temos oito numeros e nove circulos, o preenchimento é impossivel.

Adendo a) Esta certo um preenchimento correto usando o zero se ele for considerado como nimero natural.

Adendo b) Estd certo um preenchimento correto com os numeros 0,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11 e 12, se o zero for
considerado como numero natural.

Adendo c) Esta certo a apresentacdo de que é possivel um preenchimento correto utilizando os numeros
0,2,3,4,5,6,7,8,9,10 e 11, em que o zero é considerado como numero natural.



5. Marina tem varios dados idénticos com faces numeradas de 1 a 6. Nesses dados, a a

soma dos numeros em faces opostas & sempre igual a 7. Ela junta ou empilha alguns desses
dados sobre uma mesa e anota a soma de todos 0s nimeros que consegue ver ao dar uma n
volta ao redor da mesa. Por exemplo, para os dados a figura ao lado ela anotou o numero 33. nﬂ

a) Qual & o numero que Marina deve anotar para os dados da figura abaixo?

b) Qual & o menor numero possivel que Marina pode anotar para dois dados juntos sobre a mesa, como indicado
na figura abaixo?

C) Marina anotou o nimero 88 para uma pilha de dados como indicado na figura abaixo. Quais nimeros podem ficar
no topo dessa pilha? Justifiqgue sua resposta.

Solugao N2Q5

Item a) Na pilha de trés dados da figura, ao dar uma volta em torno da mesa, Marina consegue ver seis pares de

faces opostas mais a face do topo, com o nimero 6. Cada par de faces opostas totaliza 7, portanto, ela anota o numero
48,jaque 6 X 7+ 6 = 48.

Item b) Nesta nova figura, com dois dados unidos pelas laterais, ao dar uma volta em torno da mesa, Marina
consegue ver seis faces: dois pares de faces opostas, que totalizam 14 pontos, mais quatro faces (duas em cada dado).
Para que a soma total seja minima, essas quatro faces devem ter os nimeros 1 ou 2,sendol1e2 emumdadoe1e 2
em outro. Desta forma, o menor numero possivel que Marina pode anotar é 144+ 2 X142 X 2 = 20. Como
curiosidade, observe que os pares de faces opostas que Marina consegue ver nos dados devem ter os nimeros 3e 4.

Item C) Marina consegue ver sete pares de faces opostas da nova pilha, que totalizam 7 X 7 = 49. Logo, as demais
sete faces visiveis por ela devem totalizar 88 — 49 = 39. Observe que 39 = 4 X 6 + 3 X 5; logo, deve haver ao menos
quatro dessas faces com o nimero 6 para que seja possivel obter a soma 39 (se houvesse menos nunca chegariamos
a 39 com sete parcelas). Vamos concentrar nossa atengdo nas sete faces que Marina consegue ver, mas ndo consegue
ver a face oposta. Ha trés casos a considerar:

e Nido é possivel que seis faces dessas sete faces tenham o nimero 6 (embora 39 = 6 X 6 + 3). Se isso
ocorresse, um dos dados mais a direita teria duas faces (em vermelho na figura abaixo) com o nimero 6.



e ConfiguragOes nas quais quatro dessas sete faces apresentam o niumero 6 e trés faces apresentam o niumero
5 sd3o possiveis para a pilha em questdo (estamos usando a decomposicdo 39 =4 X 6+ 3 X 5) e sdo
mostradas nas figuras a seguir, nas quais os nimeros 6 e 5 aparecem no topo.

N N
N N

[ ]
[/

e Além disso, observe também que 39 =5X%X6+5+ 4. Nesse Ultimo caso, cinco das sete faces em
consideracdo receberiam o nimero 6, uma face o nimero 5 e uma face o nimero 4. Isso é possivel, como
mostrado na figura abaixo, com o 6 no topo da pilha.

N
N

[/

Portanto, 5 e 6 sdo os Unicos numeros que podem aparecer no topo da pilha.



6. A ordenacao linha-coluna crescente dos numeros inteiros de 1 a 12 em uma tabela com trés linhas e quatro
colunas & feita primeiro nas linhas e, depois, nas colunas. A figura mostra um exemplo dessa ordenacdo.

9(3]|8]12 3(8|9][12 114|516

6|a|1|5|E=y|1]4]5|6|mmy[2]7]0]n
ordenagdo ordenagio

1m)10] 2 7 nas linhas 2 [ nas colunas 3 8 |10]12

a} Facaa urdenagﬁo linha-coluna crescente dos numeros na tabela abaixo.

12(10
6 |11|7 |4

ordenag&o ordenagao
9 3 8 1 nas linhas nas colunas

b} A ordenacgdo linha-coluna crescente foi feita numa tabela e o nimero 5 ficou posicionado como abaixo. Complete
o tabuleiro mostrando uma maneira de como os outros nimeros podem ter ficado na tabela.

o

C) Aordenacado linha-coluna crescente foi feita numa tabela, e um ndmero x ficou posicionado como abaixo. Explique
por que x é o maior nimero na regido cinza da tabela.

d} Pinte na tabela abaixo as casas em que o 5 pode ficar apds uma ordenacgao linha-coluna crescente.

Solucao N2Q6

12|10 2 | 5 2|15(10(12 1(3|71]9

1174::>46711I:>25811

93|81 |" ™ 1(3|8|9| 4|6 |10/12
Item a)

Item b) Abaixo apresentamos alguns preenchimentos possiveis.
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Item C) O numero x pode estar em qualquer linha da tabela inicial, antes da ordenagdo linha-coluna. Apds a

ordenacdo nas linhas, o nimero x passa a ocupar a terceira posi¢cdo na linha em que est3, ficando na terceira coluna
junto com outros dois nimeros, sendo um deles menor do que x, digamos a, e o outro maior do que x.

0O x pode estar nessa linha — . ' a
O x pode estar nessa linha —= X
Ordenacio nas Ordenacio nas
0 x pode estar nessa linha —= linhas

colunas

0O x vai estar nessa coluna,
junto coma < x e outro
numero maior do que x

Na primeira coluna ficaram trés nidmeros: um menor do que a, um menor do que x e um terceiro nimero que pode
ser maior ou menor do que x. O mesmo ocorre na segunda coluna. Assim, apds ordenacdo nas colunas, com certeza
os dois primeiros nimeros da primeira coluna sdo menores do que x, e os dois primeiros nimeros da segunda coluna
também sdo menores do que x. Como a < x, concluimos que x é o maior nimero na regido cinza da tabela.

Item d) As casas em que o 5 pode ficar apds uma ordenacao linha-coluna sdo as casas pintadas de vermelho.

e No canto superior esquerdo da tabela sempre ficara o nUmero 1 e no canto inferior direito da tabela sempre
ficard o niumero 12;

e O maior nimero que pode ficar ao lado do 1 é o 4; isso ocorre quando 1, 2 e 3 estdo inicialmente em linhas
diferentes. Assim, 0 5 ndo pode aparecer na 12 linha, 22 coluna.

e O menor numero que pode ficar ao lado do 12 é 0 9; isso ocorre quando 10, 11 e 12 est3do inicialmente em
linhas diferentes. Logo, o 5 ndo pode aparecer na 22. Linha, 42. coluna.

e O maior numero que pode ficar abaixo do 1 é o0 5; isso ocorre quando 1, 2, 3 e 4 estdo inicialmente na mesma
linha;

e O menor numero que pode ficar acima do 12 é o 8, isso ocorre quando 9, 10, 11 e 12 estdo inicialmente na
mesma linha; desse modo, o 5 ndo pode aparecer acima do 12.

e De acordo com o item c), o menor nimero que pode ficar na casa destacada em amarelo é o 6. De fato,
suponha que fosse o 5. Pelo item c), as demais casas cinzas deveriam abrigar cinco nimeros menores do que
5, o que é impossivel. Logo, o 5 ndo pode ocupar a casa na 22 linha e 32. coluna e, por um argumento analogo,
nenhum ndmero menor do que 5 pode ocupar essa casa. O mesmo argumento mostra que o menor numero
que pode ficar na casa destacada em laranja também é o0 6 e 0 5 ndo pode ocupar essa posi¢do também.

As tabelas abaixo ilustram os cinco casos em que o 5 pode aparecer no final do ordenamento por linha e coluna.
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