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1. Ana e Pedro cortam pedacos de papel que estdo em uma cesta.

e Sempre que Ana pega um pedaco, corta em cinco pedacos
e devolve todos eles para a cesta.

e Sempre que Pedro pega um pedaco, corta em trés pedacos
e devolve todos eles para a cesta. -

Inicialmente ha trés pedacos de papel na cesta.

a) Quantos pedacos de papel ficardo na cesta depois de Ana e Pedro pegarem um pedaco cada um e devolverem
os pedacos cortados para a cesta?

b) Descreva uma maneira de Ana e Pedro pegarem, cortarem e devolverem todos os pedacos de papel da cesta para
que, a partir dos trés pedacos iniciais, a cesta fique com 11 pedacos.

C) Explique por que, a partir dos trés pedacos iniciais, a cesta nunca ficara com 2024 pedacos apos Ana e
Pedro devolverem todos os pedacos cortados para a cesta.

Solucao N3Q1

Item a) O numero de papéis na cesta sempre aumenta depois que Ana ou Pedro devolvem os pedagos que
cortaram. Cada vez que Ana pega um pedaco da cesta, corta em 5 pedacos, e devolve os pedacos cortados
para a cesta, o total de papéis da cesta aumentaem 5 — 1 = 4. Cada vez que Pedro pega um pedaco da cesta,
corta em 3 pedacos, e devolve os pedacgos cortados para a cesta, o total de papéis da cesta aumenta em 3 —
1 = 2. Logo, depois de Ana e Pedro pegarem um pedago cada um e devolverem os pedagos cortados para a
cesta, ela ficaracom3+4+2=9(ou5+ 3 + 1 = 9: Ana+Pedro+cesta) papéis.

Item b) Ha cinco maneiras diferentes de Ana e Pedro pegarem papéis da cesta a partir dos 3 pedacos iniciais
para que, depois de devolverem os pedacos cortados, ela fique com 11 pedagos. Essas maneiras dependem
da ordem em que Ana e Pedro pegam pedacos da cesta. Sdo elas:

e Ana—-Pedro—Pedro(3+4+2+2=11)ou(5+3+3) =11

e Pedro—Ana—-Pedro(3+2+4+2=11)ou(3+5+3=11)

e Pedro—Pedro—Ana(3+2+2+4=11)ou(3+3+5=11)

e Ana-Ana(3+4+4=11)ou(1+5+5=11)

e Pedro—Pedro—Pedro—Pedro(3+2+2+2+2=11)ou [(2+3)+3+3 =11]

Item c) O nimero inicial de papéis na cesta é impar, e vai sempre aumentar de 2 ou de 4 pedacos. Como
um impar mais um par sempre resulta em um nimero impar, o nimero de papéis na cesta sempre sera
impar, nunca sera 2024.



2. Quatro octbgonos regulares de lados medindo 1 cm foram desenhados em um \
cartdo quadrado, como na figura. Cada octégono tem um lado na borda do cartdo e
octdgonos adjacentes tém um lado em comum.

a) Qual é a area do cartdo?

b) «ual é a area da regido cinza?

C} Qual é a area da parte pintada em vermelho sobre os octdgonos?

Solugao N3Q2

Item a) Para se calcular a drea do cartdo vamos calcular quanto mede seu lado. A medida desse lado é o
comprimento da linha mais grossa da figura a seguir, formada por duas diagonais do octégono e um lado do

N

octégono.

\

Em um octdégono regular, a medida de cada um dos angulos internos é 135°. Consequentemente, os angulos

internos do trapézio isdsceles AHCB (abaixo, figura a esquerda), medem 135° e 45° Os dois trapézios
isésceles da figura tém em comum um tridngulo retangulo isdsceles. A hipotenusa desse tridngulo é o lado

AH do octégono (que mede 1 cm) e seus catetos medem, pelo Teorema de Pitagoras, ‘/;cm. As diagonais do

octégono (abaixo, figura a direita) medem, portanto, ) cm. Elas decompdem o octégono em quatro
triangulos retangulos isdsceles congruentes, quatro retangulos congruentes e um quadrado central.
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O lado do cartdo mede o mesmo que duas diagonais do octégono mais a medida do lado do octégono, ou

seja, 2(1+VZ) +1 = (3 + 2vZ) cm, e sua drea é (3 + 2v2)” = (17 + 12VZ) cm?,

Item b) A érea da regido cinza em cada canto do cart3o pode ser dividida em dois tridngulos retangulos
isdsceles, conforme a figura a seguir. Sdo quatro tridangulos maiores, cujos catetos medem ) cm (medem o
mesmo que uma das diagonais do octdgono vistas acima), e quatro tridngulos menores, com catetos
medindo 1cm. Cada par desses triangulos de mesmo tamanho corresponde a um quadrado. Juntando a area
do quadrado central a soma das areas dos triangulos, a area da regido cinza é

2x (1+v2) +2x1+1x1=(9+4VZ) cm?

Item c) A 4rea da parte vermelha pintada sobre os octégonos é igual a soma das dreas da parte vermelha
pintada sobre cada octégono.

No octégono superior a area pintada em vermelho é formada por um retangulo de lados 1 e 1 ++/2 e por

dois triangulos retangulos, cada um deles de catetos g el+ g; a area do retangulo éigualal ++2 e a area

(142

n N - 1+_> 142 . . .
de cada tridngulo retangulo é igual 2 z) _ 142 ; logo a drea vermelha pintada dentro do octégono

2 4

superior é igual a (1 + \/f) +2 X (1“:/5) = %+ %i Nos octégonos da esquerda e da direita area pintada em

vermelho é formada por um tridngulo retangulo de catetos 1 e 1 ++/2 e um trapézio de bases 1 ++2, 1e
(2+v2)x(Z)

2 , N A ;. 1+v2 , s . 1+v2
altura \/2——; a area do triangulo retangulo é igual a T‘F e a area do trapézio é igual a = zf" logo a
area vermelha pintada dentro de cada octégonos da esquerda e da direita é igual a 1 ++/2. No octégono

inferior a rea pintada em vermelho é formada por um trapézio de bases 1 ++/2, 1 e altura > aarea desse

vz
EVDX(Z)  14yz , , , .
== Somando todas as areas concluimos que a drea total da regido pintada

trapézio é igual a

em vermelho sobre os octégonos é igual a G + 32—‘/5) +2x(1+v2) + 1+2‘/E = (4 +4V2) cm?2,

Outra solugdo. Podemos calcular a area da regido em vermelho subtraindo da area do trapézio determinado
pelo seu contorno a soma das areas do quadrado central com a area do quadrado de lado g formado pelos
dois tridngulos pequenos. As bases do trapézio medem 1 e 3 ++/2 e sua altura 2 + 32—\/5; logo, sua area é igual
(2 + g) (2 + %E) =44+ 42+ % Por outro lado, a soma das areas dos dois quadrados é igual a 1+

a
% = % Portanto, a drea da regido em vermelho é igual a (4 + 4v2) cm?.



3. Um hexagono regular ABCDEF tem lados de medida 1. Um ponto P desloca-se na D

borda do hexagono, a partir do vértice B, passando pelos vertices C, D e E até chegar
ao vértice F. Seja x a distdncia percomida pelo ponto P e seja fx) a area da regifio com E
vértices em P, 4 e outros vértices do hexdgono pelos quais P ja passow. A figura mostra

™o

algumas dessas regides.

o

a) Calcule f(1). A
D
b) Determine a expressio de f(x) quando P se desloca no lado DE. x
E [
¢) Esboce abaixo o grafico de f. e
X
) F s
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Solucao N3Q3
Item a) Se x = 1 entdo o ponto P coincide com o vértice C do hexagono. A p=C
regido com vértices em A, P e outros vértices do hexdgono pelos quais o ponto
P passou é o triangulo ABC. No hexdgono regular de lado 1 da figura, O é o
centro e BC um dos lados. Assim o triangulo com vértices em O, B e C é o
s o 23 _ 3 . . B
equilatero e sua area é igual a —~ = O triangulo OBC tem a mesma area
gue o triangulo ABC, pois M é o ponto médio de OB, logo os tridngulos OMP,
BMP e BMA sdo congruentes (caso LLL de congruéncia). Assim, a drea da regiao 4
escura é igual a ‘/; ,ouseja, f(1) = ‘/; . D

Item b) Quando P se desloca sobre o lado DE, ele j& passou pelos lados BC e E p
S

CD. Logo DP = x — 2. A darea do poligono ABCDP é igual 3 vezes a area do
triangulo OBC mais a area do tridngulo ADP. A altura desse triangulo relativa a

(x=2)v3 _ O~
2

base DPé EA = AC = 2 X ‘/; =+/3 e a 4rea do tridngulo ADP é igual a

\/;x—\/?;. Assim,f(x)=§x—\/§+%§=\/;x—\/;.



Item c) Olhando o percurso do ponto P de B até F, podemos calcular

imediatamente f(1) = \g_g’ f(2) = #, f(3) = %gef(él) = %5 No interior dos
intervalos [0,1], [1,2], [2,3] e [3,4], quando P se desloca, a area do triangulo
com vértices P, A e o vértice Y anterior do hexagono pelo qual P passou varia
linearmente com a distancia PY (base do triangulo), jd que a altura desses
triangulos em cada intervalo é constante. Portanto, o grafico da fungao f no
intervalo [0,4] é composto de segmentos de reta com extremidades nos pontos

(x, f(x)) identificados acima. Logo, o grafico tem o aspecto

A
Jx)

|




4. Um terreno quadrado foi dividido em 9 lotes também quadrados, cercados por muros. &
Cameras instaladas no encontro de dois ou mais muros vigiam os muros adjacentes ao
ponto de instalag3o. Na figura temos duas cameras vigiando 6 muros.

a) Indique uma posigdo de duas cimeras na figura abaixo de modo que elas vigiem a
maior quantidade possivel de muros.
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b) Qual & o nimero minimo de cdmeras necessarias para vigiar os 12 muros na fronteira do terreno? Justifique sua

resposia.
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c} Encontre o ndmero minimo de cameras necessarias para vigiar todos os muros do terreno. Justifigue sua resposta.

Solucao N3Q4

Item a) Como cada camera pode vigiar no maximo 4 muros, o maximo que duas cAmeras

podem vigiar sao 8 muros. A figura ilustra um exemplo em que esse maximo ocorre.

Item b) Uma cidmera na fronteira vigia exatamente 2 muros dessa regido. Como apenas
cameras na fronteira podem vigiar os muros dessa regido e existem exatamente 12 muros

;. a s . , 12 . .
nela, o minimo de cdmeras necessarias é 5= 6. A figura ilustra um exemplo com essa

guantidade de cameras.

Item c¢) Uma camera posicionada no interior ndo pode vigiar nenhum muro da fronteira, portanto, pelo
item anterior precisamos de pelo menos 6 cdmeras nessa regido para vigiar seus 12 muros. Nenhuma das
cameras posicionadas na fronteira pode vigiar os 4 muros do quadrado central e, como qualquer camera so
pode vigiar 2 deles, precisamos de pelo menos 2 cdmeras para vigiar esses 4 muros. Assim, precisamos de
pelo menos 6 + 2 = 8 cameras para vigiar os muros. A figura mostra que é possivel vigiar todos eles com
essa quantidade, garantindo assim que esse nimero é o minimo.



9. Marina tem varios dados idénticos com faces numeradas de 1 a 6. Nesses dados, a

soma dos nimeros em faces opostas € sempre igual a 7. Ela junta ou empilha alguns desses -4?'
dados sobre uma mesa e anota a soma de todos 05 nimeros que consegue ver ao dar uma n
volta ao redor da mesa. Por exemplo, para os dados a figura ao lado ela anotou o nidmero 33. nﬂ

a} Qual & o nimero que Marina deve anotar para os dados da figura abaixo?

£
8

b} Qual & o menor nimero possivel gue Marina pode anotar para dois dados juntos sobre a mesa, como indicado
na figura abaixo?

c} Marina anotou o ndmero 83 para uma pilha de dados como indicado na figura abaixo. Quais nimeros podem ficar
no topo dessa pilha? Justifiqgue sua resposta.

Solugao N3Q5

Item a) Na pilha de trés dados da figura, ao dar uma volta em torno da mesa, Marina consegue ver seis pares de

faces opostas mais a face do topo, com o nimero 6. Cada par de faces opostas totaliza 7, portanto, ela anota o numero
48,jdque 6 X 7+ 6 = 48.

Item b) Nesta nova figura, com dois dados unidos pelas laterais, ao dar uma volta em torno da mesa, Marina
consegue ver seis faces: dois pares de faces opostas, que totalizam 14 pontos, mais quatro faces (duas em cada dado).
Para que a soma total seja minima, essas quatro faces devem ter os nimeros 1 ou 2,sendol1e2 emumdadoe1e 2
em outro. Desta forma, o menor nimero possivel que Marina pode anotar é 14+ 2 X1+ 2 X 2 = 20. Como
curiosidade, observe que os pares de faces opostas que Marina consegue ver nos dados devem ter os nimeros 3e 4.

Item C) Marina consegue ver sete pares de faces opostas da nova pilha, que totalizam 7 X 7 = 49. Logo, as demais
sete faces visiveis por ela devem totalizar 88 — 49 = 39. Observe que 39 = 4 X 6 + 3 X 5; logo, deve haver ao menos
guatro dessas faces com o nimero 6 para que seja possivel obter a soma 39 (se houvesse menos nunca chegariamos
a 39 com sete parcelas). Vamos concentrar nossa atengdo nas sete faces que Marina consegue ver, mas ndo consegue
ver a face oposta. Ha trés casos a considerar:

e Nido é possivel que seis faces dessas sete faces tenham o nimero 6 (embora 39 = 6 X 6 + 3). Se isso
ocorresse, um dos dados mais a direita teria duas faces (em vermelho na figura abaixo) com o nimero 6.



e ConfiguragOes nas quais quatro dessas sete faces apresentam o niumero 6 e trés faces apresentam o niumero
5 sd3o possiveis para a pilha em questdo (estamos usando a decomposicdo 39 =4 X 6+ 3 X 5) e sdo
mostradas nas figuras a seguir, nas quais os nimeros 6 e 5 aparecem no topo.

N N
N N
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e Além disso, observe também que 39 =5X%X6+5+ 4. Nesse Ultimo caso, cinco das sete faces em
consideracdo receberiam o nimero 6, uma face o nimero 5 e uma face o nimero 4. Isso é possivel, como
mostrado na figura abaixo, com o 6 no topo da pilha.

N
N

[/

Portanto, 5 e 6 sdo os Unicos numeros que podem aparecer no topo da pilha.



B. Duas formigas caminham sobre as linhas do quadriculado da figura. Mo mesmo B
instante, uma parte do ponto A e a outra, do ponto B. A velocidade da formiga que parte
de B & dois terpos da velocidade da formiga que parie de A. A formiga que parte de
A sempre caminha para a direita ou para cima, e a formiga que parie de 8 sempre
caminha para a esquerda ou para baixo. Cada vez que uma delas tém duas diregdes
para prosseguir, essas diregdes t1€m probabilidade 1/2 de ser escolhida. Por exemplo,
a probabilidade de gue a formiga que parte de 4 siga o caminho indicado na figura &
(112) = (1/2) = (1/2) = {1/2) = 1/16, pois ela tem gue fazer 4 escolhas de diregoes. A

a) Qual & a probabilidade de que a formiga que parte de A passe pelo lado do quadricutado marcado com X?
# B

Aw

h} Marque abaixo, com um X, os lados do quadriculado onde as formigas podem se encontrar.
L ¥

Aw

c) Qual é a probabilidade de que as formigas se encontrem?

Solucao N3Q6

Item a) Vamos chamar de formiga A a formiga que parte de A e de formiga B a que parte de B. Para que a formiga A
passe pelo lado indicado, ela deve fazer um dos dois caminhos abaixo.

rY=] e B

A

A e Ae ol

Em cada um desses caminhos, ela tem que fazer 3 escolhas de dire¢des. Logo, cada um desses caminhos tem
1

3
probabilidade % X % X % = (%) = % . Portanto, a probabilidade de que ela passe pelo lado indicado é % +% =7

. . , 2 .

Item b) Cada formiga percorre 6 segmentos em seu percurso. Como a velocidade de B é 3 da velocidade de A,
. A 2 A

enquanto a formiga A percorre uma distancia x, a outra percorre 3% Quando elas se encontram, a soma das distancias

. . . 2 ,
percorridas deve ser igual aos 6 segmentos que as separam. Ou seja, temos x + 3X= 6. Dai,

. . 5
18 . ﬁi W
obtemos x = == 3,6. Logo, ao se encontrar, a formiga A percorreu 3,6 segmentos e a

formiga B, 2,4 segmentos. Portanto, os segmentos em que elas podem se encontrar sdo os Xx
gue correspondem ao 42 segmento em um caminho percorrido pela formiga A e ao 32 seg-
mento em um caminho percorrido pela formiga B. Esses segmentos estdo assinalados na

figura. Ae




Item c) Vamos calcular a probabilidade de que as formigas se encontrem em cada um dos segmentos assinalados
acima (somaremos tudo no final). Para isso, basta calcular a probabilidade de que cada formiga percorra esse seg-
mento e multiplicar os resultados.

Para que elas se encontrem no segmento indicado ao lado, A e B precisam percorrer os ' ——e—~a B
caminhos indicado em azul e verde, respectivamente. Como cada formiga faz 3 escolhas de

3
o - . L. 1 1
direcdo, a probabilidade de que cada uma delas percorra esses caminhos é igual a (5) =5 1

. - L1011
Logo, a probabilidade de que ambas percorram o segmento indicado é X5 T o ‘T
Ae
Para que elas se encontrem no segmento indicado ao lado, A tem 3 possibilidades de —~a B
caminho, indicados em azul, ao longo dos quais ela faz 4 escolhas de direcdo. Logo, a g

4
probabilidade de que ela percorra cada um desses caminhos é G) = 1—16 e a probabilidade A

\ 4

- . 1 3 , . .
de que ela passe pelo segmento indicado ao lado é 3 X =1 Ja a formiga B precisa

percorrer o caminho indicado em verde, ao longo do qual ela faz 3 escolhas de direcao. Logo,

e
a probabilidade de que B passe pelo segmento indicado é (%)3 = %. Portanto, a probabilidade A
de que as formigas se encontrem no segmento indicado ao lado é 116 X % = %8 .
A probabilidade de que A passe pelo segmento indicado ao lado é a mesma de passar pelo ) B
segmento anterior, ou seja, igual a % (3 caminhos possiveis, com probabilidade % cada). Jaa l
formiga B precisa percorrer um dos dois caminhos indicados em verde, ao longo dos quais ela ! Yy
faz 3 escolhas de direcdo. Logo, a probabilidade de que B passe por esse segmento é >
(1)3 + (1)3 = ie a probabilidade de que elas se encontrem sobre o segmento indicado é 4 ey

»

2 2
3 1 3

16 4 64
Por simetria, a probabilidade de encontro nos outros trés segmentos é igual a calculada acima para o segmento
respectivamente simétrico em relacdo a diagonal AB. Logo, a probabilidade de que as formigas se encontrem é

2<1+ 3 +3)_11
64 128 64/ 64



