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Somando novos talentos para o Brasil

Solucao da prova da 1° Fase

QUESTAO 1-ALTERNATIVAA

Solugao: Como AAA=100A+ 10A+A=111A=3x3 7 xA, temos que AB x C =3 x 37 x A. Como 37 é primo e maior
que 9, ele ndo pode dividir C; logo, 37 divide AB. Assim AB = 37 ou 74.

Se AB =37, C =9 resolve aconta,comA=3,B=7eC=09.

Se AB = 74, ou seja, A =7, entdo ndo ha solugao inteira para 74 x C = 111 x 7 = 777. Assim, a Unica possibilidade é
A=3,B=7eC=9,eA+B+C=19.

QUESTAO 2 — ALTERNATIVA A

Solugéao: Na figura ao lado, cada um dos circulos centrais se conecta a outros
6 circulos, como destacado em verde e em vermelho. Isso significa que ha
apenas um outro circulo da figura ao qual cada circulo central ndo se conecta.
Os numeros 2, 3, 4, 5, 6, e 7 podem ser conectados a dois outros. Logo, nos
circulos centrais devem ser colocados 0 1 € 0 8.

Caso o 1 seja colocado no circulo central mais a esquerda, o 2 deve ser
colocado longe dele, no circulo cinza da direita. Simetricamente, caso o 1 seja
colocado no circulo central mais a direita, o 2 deve ser colocado no circulo
cinza da esquerda.

Caso o 8 seja colocado no circulo central mais a esquerda, o 7 deve ser colocado longe dele, no circulo cinza da
direita. Simetricamente, caso o 8 seja colocado no circulo central mais a direita, o 7 deve ser colocado no circulo
cinza da esquerda.

Portanto, Marcela deve colocar os nimeros 2 e 7 nos circulos cinza.

Alguns preenchimentos possiveis:

2} (D @ (2)

T
XX

Outra solugao: Um numero que aparega em um dos circulos centrais ndo pode ter antecessor e sucessor pois,
nesse caso, sobrariam apenas cinco numeros para preencher os seis circulos a ele conectados; dessa maneira,
0s numeros que aparecem nos circulos centrais sdo 1 e 8. Se o 1 aparece no circulo central a direita, o 2 s6 pode
aparecer no circulo na extremidade esquerda; nesse caso, o0 8 esta no circulo central a esquerda e, pelo mesmo
argumento, o 7 deve aparecer no circulo da extremidade direita. O mesmo raciocinio se aplica se o 1 aparece no
circulo central a esquerda.
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QUESTAO 3 — ALTERNATIVA D

Solugao: Nos quadrados em que no final aparece um adesivo pequeno, ndo ha adesivos médios. Nos quadrados
em que aparece um adesivo médio, ha no maximo 4 adesivos médios. Nos quadrados em que aparece um adesivo
grande, ha no maximo 3 adesivos médios. Logo, o nimero maximo de adesivos médios € 3 x4 + 3 x 3 = 21.

Outra solugao: Darlene colou 36 adesivos no papel transparente, um adesivo em cada um dos 36 quadradinhos do
quadriculado 6x6, bem no centro do quadradinho.

Na primeira dobra, metade dos 36 quadradinhos se sobrepdem e o resultado € um quadriculado com 18 quadradinhos.

Cada quadradinho tera 2 adesivos sobrepostos.

Na segunda dobra, metade dos 18 quadradinhos se sobrepdem e o resultado € um

quadriculado com 9 quadradinhos. Cada quadradinho tera 4 adesivos sobrepostos. ® ‘ .
Na figura vemos o resultado apds a segunda dobra, com os 9 quadradinhos e 4 adesivos | < o
sobrepostos em cada quadradinho. Sobrepostos a cada adesivo de tamanho pequeno ‘ . o

estdo, com certeza, outros trés adesivos de tamanho pequeno. Logo o menor niumero ~ --------- Sl boenneees
de adesivos de tamanho pequeno que Darlene pode ter colado € 3 x 4 = 12. Ja o menor ‘ T .
numero de adesivos de tamanho grande que Darlene pode ter colado é 3. 1 ‘

Assim, o maior nimero de adesivos de tamanho médio que Darlene pode ter colado é 36 — 12 — 3 = 21.

QUESTAO 4 - ALTERNATIVA B

Solugéo: Pelo enunciado,
2026 —k _ 2025

2025—-k _ 2026

2026(2026 — k) = 2025(2025 — k)
k = 20262 — 20252 = (2026 — 2025)(2026 + 2025)
k = 4051

A soma dos algarismos de ké4+0+5+1=10

QUESTAO 5 - ALTERNATIVA A
18

Solugao: Se retirarmos x litros do tanque, nele restardo com 700 (21 — x) litros de alcool puro. Por outro lado, ao

acrescentar x litros da mistura a 90% colocaremos 100 X litros de alcool no tanque. Como 21 litros de uma mistura

a 42% contémﬁ - 21 litros de alcool, devemos ter 18 (21 - x) + ﬂx =42 . 21; essa equacgao se reduz a
100 100 100 100

72x =24 - 21, cuja solugdo é x = 7.
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QUESTAO 6 — ALTERNATIVA A

Solugao: Podemos analisar a agdo de cada ponteiro independentemente e “concatenar” os resultados das mudangas
de cores, pois a cor de um numero muda cada vez que um ponteiro, ndo importa qual, aponta para a hora que o
relégio representa.

As 3h30min o ponteiro das horas tera apontado para os niimeros 1, 2 e 3, alterando suas cores. Esses sdo os Unicos
numeros alterados pelo movimento do ponteiro das horas.

O ponteiro dos minutos tera dado trés voltas e meia, portanto tera alterado os niumeros 1 a 6, quatro vezes e os
numeros de 7 a 12, trés vezes.

Assim, a cor dos numeros de 1 a 3 tera sido alterada 1 + 4 = 5 vezes (uma vez pelo ponteiro das horas e quatro
vezes pelo ponteiro dos minutos), os nimeros de 4 a 6, quatro vezes (apenas pelo ponteiro dos minutos), e os
numeros de 7 a 12, trés vezes (apenas pelo ponteiro dos minutos).

Se o numero de alteragdes € par, ele fica preto, se € impar, ele fica branco. Entao, os numeros 4, 5 e 6 ficam pretos
e os restantes ficam brancos.

QUESTAO 7 — ALTERNATIVA A

Solugdo: Se OT =re OA = R, a area que querermos é T (R?— r?). Basta aplicar o
teorema de Pitagoras no triangulo ATO: R?=r?>+ (AT/I2?=r>+1,o0u seja, RZ=r2+1.
A area, portanto, é .

Outra solugdo: Vamos indicar os comprimentos dos raios das circunferéncias
concéntricas por X e x, €, por O, o centro comum as duas circunferéncias. O tridngulo
OAB ¢ is6sceles, pois AO = OB = X; sendo T o ponto de tangéncia e sabendo que o
raio OT é perpendicular a AB, consequentemente, temos que OT sera a mediatriz do
tridangulo isésceles OAB, e a medida do segmento AT é 1 cm.

Consideremos o didmetro AC da circunferéncia externa; esse segmento contém o
diametro PQ da circunferéncia interna.

Como AT é um segmento tangente a circunferéncia interna, temos que: AT?2= AQ - AP (poténcia de ponto); sabemos
que AT=1,AP=(X-x)e AQ=2X—-(X-x) = (X + x).

Dai, 1 = (X—x) (X + x) = X x2 . Portanto, a area da regido cinza, dada por

(X2—x2) méigual a .

QUESTAO 8 — ALTERNATIVA D

Solugdo: Como 3 = % segue que f(3) = f(%) =2f(6)=2%x4=8.

A expressao geral de f é: f(x) = f<i> -5 f(6) = 24
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QUESTAO 9 - ALTERNATIVA B

Solugao: Vamos supor que, para fazer o no, foram usados pedagos de mesmo comprimento nas extremidades
das cordas. Feito 0 n6, uma vez que a figura nos indica que o comprimento das cordas atadas € 3,70 m, restaram
1,85 m de corda de cada lado do no.

Portanto, para cada no foram utilizados 0,15 cm de cada uma das cordas.

Para fazer o né entre o segundo e o terceiro pedago de corda sera usado o pedaco final de 0,15 cm da segunda
corda e o pedago de mesmo comprimento no inicio da terceira corda. Dessa forma, o comprimento de corda entre
dois nds sucessivos sera de 1,85-0,15=1,70 m.

Se atarmos cordas de forma a ter n intervalos entre nds sucessivos, podemos escrever a expressao para o
comprimento total da corda:

1,85+n.1,70 + 1,85 =3,70 + n.1,70.
Observamos que se n = 10, o comprimento total da corda sera 3,70 + 17,00 = 20,70.

Portanto, para termos uma corda com 20 m, devemos cortar 0,70 m no final da ultima corda amarrada.

QUESTAO 10 — ALTERNATIVA C

Solugao: Prolongamos FE até encontrar a reta AB no ponto /. O triangulo IGF D F C
é isosceles, pois 0 angulo FIG é congruente ao angulo DF/, que é congruente 9
ao CFG e este é congruente a FGI (&dngulos alternos internos e dados do
problema). Logo, FI=FG=5e EI=5-3=2.

O tridangulo EIA é congruente ao triangulo HGB, pois ambos séo triangulos 5
retangulos, os angulos EIA e HGB sao congruentes e El = HG = 2. E y H

Sendo M o ponto médio de /G , concluimos que FM L MG. Se a medida 2

do lado do quadrado é FM = a, temos IA + AG = AG + GB = a. Assim,
a

MG=">5 . I A M G B

No triangulo FMG, retangulo em M, temos, pelo Teorema de Pitagoras, .

2 2
52= aZ+<%>4:> 25 = g2+ aT@ 100 = 4a°+ a’= 5a° & a*= 20.
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QUESTAO 11 — ALTERNATIVA A

Solugédo: Se temos X pessoas que dizem a verdade e Y pessoas que mentem, entdo o nimero de “SIM’s” é X +
2Y, pois cada um que diz a verdade diz SIM para uma fruta, enquanto os mentirosos dizem SIM para duas frutas. O
total de SIM’s € 140 + 120 + 110 = 370. Como podemos escrever X + 2Y = X +Y + Y e como X + Y & o numero de
pessoas da ilha, temos 370 =250+ Y e Y = 120.

Outra solugao: Cada habitante que diz a verdade vai responder “sim” para uma pergunta (sobre a fruta de que
gosta) e “ndo” para duas perguntas (sobre as frutas de que nado gosta).

Por outro lado, cada habitante mentiroso vai responder “sim” para duas perguntas (sobre as frutas de que nao gosta)
e “nao” para uma pergunta (sobre a fruta de que gosta).

Isso significa que havera um excesso de respostas “sim” para as perguntas quando considerado o nimero total de
habitantes da ilha, pois os mentirosos responderéo “sim” o dobro de vezes do que responderiam caso estivessem
dizendo a verdade. Esse excesso corresponde justamente ao nimero de mentirosos.

Ha 140 + 120 + 110 = 370 respostas “sim” para as trés perguntas. Portanto, ha 370 — 250 = 120 mentirosos na ilha.

Solugao alternativa: caso todos os habitantes da ilha estivessem dizendo a verdade, haveria o dobro de respostas
“nao” quando comparadas as respostas “sim”, pois cada habitante diria “sim” para a fruta de que gosta e “nao” para
as duas frutas de que nao gosta.

Ha 140 + 120 + 110 = 370 respostas “sim”. Caso todos estivessem dizendo a verdade, haveria 2 x 370 = 740
respostas “ndo”. Por outro lado, ha 250 habitantes na ilha, entdo deveria haver 2 x 250 = 500 respostas “nao”. Isso
significa que ha um excesso de 740 — 500 = 240 respostas “ndo”. Portanto, ha 240 + 2 = 120 mentirosos na ilha.

QUESTAO 12 - ALTERNATIVA B
Solugao: Temos
(10% + 25)2= (10% )2 + 2(10%) (25) + (25)2= 10+ 50 - 10% + 625

Logo 23 zeros 23 zeros
—— —
(102 + 25)2=10%+ 5 - 10% + 625 = 1 000...0 5 000...0 625
Portanto, a soma dos algarismos do nimero (10%+ 25)2é1+5+6+2+5=19.
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QUESTAO 13 — ALTERNATIVA B

Solugédo: Os dados devem ter faces opostas de cores diferentes. Logo néo é possivel termos um dado com quatro
faces de uma mesma cor pois, neste caso, pelo menos um par de faces opostas teriam a mesma cor.

Os dados também devem ter pelo menos uma face preta, uma face vermelha e uma face branca.
Assim, temos as seguintes possibilidades de dados diferentes:

1) Duas faces de uma cor 1, duas faces de uma cor 2 e duas faces de uma cor 3.

2) Trés faces de uma cor 1, duas faces de uma cor 2 e uma face de uma cor 3.

Na possibilidade 1) as faces de uma mesma cor devem ter uma aresta comum, senao seriam faces opostas de uma
mesma cor. Além disso, essas trés arestas ndo podem ser paralelas. Temos duas situagdes possiveis para essas
trés arestas ndo serem paralelas entre si:

Se girarmos essas situagdes conforme abaixo, vamos observar que, independentemente da cor, em cada uma delas
os dados serdo todos iguais.

Logo temos dois dados diferentes no caso de duas faces de uma cor 1, duas faces de uma cor 2 e duas faces de
uma cor 3.

Na possibilidade 2) as trés faces de uma mesma cor devem ter um vértice em comum, sendo seriam faces opostas
de uma mesma cor. Além disso, as duas faces de uma mesma cor devem ter uma aresta comum. Se girarmos esse
dado conforme mostra a figura abaixo, vamos observar que, escolhidas as cores, eles serdo todos iguais.

Logo temos 6 dados diferentes no caso de trés faces de uma cor 1, duas faces de uma cor 2 e uma face de uma
cor 3, pois temos 3 possibilidades de escolha para a cor 1, duas possibilidades de escolha para a cor 2 e uma
possibilidade de escolha para a cor 3, totalizando 3x2x1=6 dados diferentes.

Temos, entdo, 2+6=8 dados diferentes com faces pretas, brancas ou vermelhas em que faces opostas quaisquer
tenham cores distintas e as trés cores aparegam em cada dado.
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QUESTAO 14 — ALTERNATIVA C

Solugao: Igualando as equagdes, temos: x2+ y = y2+ x que pode ser reescrita como
(-y)—(x-y)=0.
Usando a diferenga de quadrados, temos:
(X=y)x+y)-(x-y)=0.
Fatorando,
x=y)x+y-1)=0.

Logo, x—y =0 ou x + y—1 = 0. No primeiro caso, temos que x = y. Substituindo na primeira equagéo do sistema,
temos que X2+ x = 1 que tem duas solugdes reais, a saber, (1/2) (-1 +v5)e (1/2) (-1 —=+5), cuja soma é —1 (isso
poderia ser obtido diretamente pelas relagdes de Viéte-Girard).

No segundo caso, temos que y = 1 — x. Substituindo na primeira equagéo do sistema, temos que x*+ 1 — x = 1.
Ou seja, x2— x = 0 cujas solugdes sdo 0 e 1.

Portanto, a soma de todos os valores x tais que (x,y) € uma solugéo do sistema é 0.

QUESTAO 15 — ALTERNATIVA A

Solugado: Para o produto ser 60, um dos resultados deve ser 5 e o produto dos outros dois deve ser 12. Para tal,
esses dois resultados podem ser 3 € 4 ou 2 e 6. O numero total de casos possiveis ao langar trés dados € 6 x 6 x 6
= 216. O numero de casos favoraveis corresponde aos dois conjuntos de resultados que fornecem produto igual a
60 (3,4 e 5o0u 2, 6,5), em qualquer ordem. Logo, ha 6 + 6 = 2 x 6 = 12 casos favoraveis.

A probabilidade de se obter produto 60 €&, portanto, igual a % =%.

QUESTAO 16 — ALTERNATIVA B
Solugéo: Os tridngulos equilateros ABF e CEG tém angulos internos medindo 60° D E C

cada. Dessaforma, os angulos GCB e GBC medem 30° cada €, consequentemente, F
o triangulo BCG ¢é is6sceles.
Assim, a altura do triangulo CEG é igual a metade do lado do quadrado ABCD,
que, por sua vez, € igual ao lado do triangulo ABF.
G

Sejam L o lado do quadrado ABCD e do triangulo ABF e /, o lado do tridangulo CEG.
A altura do tridangulo CEG é igual a % Logo, temos a seguinte relagéo:
L: i§<=> / = L

272 V3 A B

A partir da relagédo entre areas e lados dos tridangulos, conseguimos descobrir a

area do triangulo CEG (A_.,):
2
L
1 =
L (L) <> A8 _3<=>A =6om?
CEG \/5 CEG

Portanto, a area do tridangulo CEG é igual a 6 cm?.
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QUESTAO 17 — ALTERNATIVA D

Solugéao: Vamos indicar uma pessoa que ganhou o prémio por S e uma que ndo ganhou por N. Se a pessoa que
ganhou o prémio estivesse na terceira posicao, teriamos a seguinte configuragéo na fila: _NSN_ (aqui os tracinhos
representam espacgos que sdo ocupados por alguma pessoa). Perceba que as duas pessoas com as letras N
estariam falando a verdade independentemente da frase proferida e isso ndo seria possivel pela informagao do
enunciado. O mesmo absurdo aconteceria se a pessoa que ganhou o prémio estivesse na segunda ou quarta
posigao. Portanto, a pessoa que ganhou o prémio s6 pode estar nos extremos da fila. Além disso, como s6 ha um
prémio, se trés pessoas falarem que ndo ganharam o prémio, pelo menos duas delas estardo falando a verdade e
isso também é impossivel pelo enunciado.

Um exemplo de distribuicdo do prémio seria: NNNNS e todas poderiam dizer: “A pessoa que ganhou o prémio esta
ao meu lado”. Apenas a quarta pessoa estaria falando a verdade.

QUESTAO 18 — ALTERNATIVA B
9x8x7
3x2x1

uma dessas escolhas ha duas formas de escrevermos um numero ordeiro com os algarismos escolhidos: uma

na ordem crescente e outra na ordem decrescente. Portanto, ha 84 x 2 = 168 nimeros ordeiros. Agora observe
que se abc € um numero ordeiro crescente (ou decrescente) entdo (10 — a)(10 — b)(10 — ¢) também é ordeiro,
mas decrescente (respectivamente, crescente). Isso significa que os numeros ordeiros podem ser separados

em 84 duplas cuja soma é 1110. Logo, a soma de todos os niumeros ordeiros € 84 x 1110 = 93240.

Solugao: Existem = 84 maneiras de escolhermos trés algarismos diferentes de zero. Para cada

QUESTAO 19 — ALTERNATIVA D

Solugdo: Se sentarmos 6 pessoas em uma mesa e quaisquer duas ndo se conhecerem, isso significa
que as 5 - 6 = 30 relagdes de amizades que essas pessoas possuem dentro da familia sdo com as outras
10 — 6 = 4 pessoas. Entretando, essas 4 pessoas em conjunto s6 podem manter no maximo 4 - 5 = 20 relagdes
de amizade. Como 20 < 30, isso € um absurdo. Logo, entre quaisquer 6 pessoas de uma familia amistosa ha
duas que se conhecem. Por outro lado, isso ndo € verdade para 5 pessoas. Um exemplo é considerar dois grupos
{A,B,C,.D,E} {A,B,C,D,E,} em que cada pessoa do primeiro grupo conhece apenas as pessoas do segundo,
mas ninguém do seu proprio grupo. Isso garante que cada pessoa possui apenas 5 conhecidos na familia. Note que
se sentarmos qualquer um desses dois grupos numa mesa nao € verdade que entre dois deles ha pessoas que se
conhecem. Por isso, o valor minimo de k € 6.

QUESTAO 20 — ALTERNATIVA A

Solugao: Dado U com subconjuntos A, B e C, podemos perguntar se um elemento pertence ou ndo a cada um
desses subconjuntos. Isso nos da 2 x 2 x 2 = 8 possibilidades para cada um deles. Em uma tripla ordenada especial,
porém, devemos excluir o caso no qual um elemento pertence a C e ndo pertence nem a A e nem a B. Assim temos
apenas sete possibilidades para cada elemento. Como sao cinco elementos em U, pelo principio multiplicativo o total
de triplas ordenadas especiais é 7°.



