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可能用到之常數列表 

 

名稱 符號 數值與單位 

光速 𝑐 3.00 × 108 m/s 

基本電荷電量 𝑒 1.60 × 10−19 C 

氣體常數 𝑅 8.31 J/mol ∙ K 

波茲曼常數 𝑘𝐵 1.38 × 10−23 J/K 

史蒂芬-波茲曼常數 𝜎 5.67 × 10−8 W/m2 ∙ K4 

 

 

數學公式(𝑡為時間，𝑥為任意物理量) 

1.  𝑥̇ =
𝑑𝑥 

𝑑𝑡
，   𝑥̈ =

𝑑2𝑥 

𝑑𝑡2
=  

𝑑 

𝑑𝑡
(
𝑑𝑥 

𝑑𝑡
)  

2.  
𝑑

𝑑𝑥
𝑥𝑚 = 𝑚 ∙ 𝑥𝑚−1

 

3.  
𝑑cos𝑥 

𝑑𝑥
= −sin𝑥，   

𝑑sin𝑥 

𝑑𝑥
= cos𝑥 

4.  當|𝑥| ≪ 1，
1

√1 + 𝑥
≈ 1 −

𝑥

2 

5.  當𝑥 ≪ 1，sin𝑥 ≈ 𝑥 
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2014年第15屆亞洲物理及第45屆國際物理奧林匹亞競賽 

國家代表隊複選考試試題 

本試題共有計算題六大題，每題 25分，合計 150分。 

一、 汽車小幅鉛直振盪之簡易模型 

利用一個簡化模型，我們可以分析靜止汽車的小幅鉛直振盪運動。假設車子可視為如

下圖 1所示的平面系統，靜止時質心位於 C；其質心只能沿鉛直方向做小幅的上升下

降運動。車身的質量為𝑚，當繞通過質心且垂直於鉛直面的水平軸轉動時，車身所具

有的轉動慣量為𝐼 = 𝑚𝐿2，𝐿為迴轉半徑。前後輪視為剛體，支持車身重量的兩個理想

彈簧，只能沿鉛直方向伸縮，其下端固定於車輪中心，而力常數分別為𝑘1與𝑘2。兩車

輪中心與質心之間的水平距離分別為𝑙1與𝑙2，回答問題時，以𝑧代表質心的位移(向上

為正，見圖 1)，以𝜃代表車身轉動的角位移(以逆時鐘方向為正，見圖 1)，且𝑧與𝜃均

以車子在重力下達靜止平衡時的值為其零點。 

 

(a) 由車身在鉛直平面的運動方程式(即質心的運動方程式和車身繞質心的轉動方程

式)簡化，可以得出鉛直線上之加速度(即𝑧̈)、和繞質心轉動之角加速度(即𝜃̈)為下

兩式： 

𝑧̈ = −𝑎𝑧 − 𝑏𝜃 

和 

𝜃̈ = −
𝑏

𝐿2
𝑧 −

𝑐

𝐿2
𝜃  。 

寫出上兩式中𝑎、𝑏和𝑐的表達式。 

(b) 假設𝑏 > 0，且車身的鉛直上下運動與繞質心的轉動，均以同一角頻率進行簡諧運

動。這種運動稱為簡正模態，試求此種運動的角頻率𝜔𝑛 (其中𝑛為整數，代表不

同簡正模頻率)，並求每個簡正模態下𝑧與𝜃的振幅比𝐴𝑛/𝐵𝑛  (以𝑎、𝑏、𝑐、𝐿 表

示)。 

(c) 已知在簡正模態下的運動，相當於繞某一個點P𝑛的純轉動。在𝑏 > 0的已知條件下，

令每個P𝑛至質心 C 的距離為𝑑𝑛，試求比值 𝑑1𝑑2/𝐿2。此題中以𝑛 = 1代表頻率最高

之簡正模態，𝑛 = 2為次高角頻率模態。 

(d) 假設𝑏 = 0，𝑐 ≠ 𝑎𝐿2。當 𝑡 = 0 時，將車子鉛直往下壓低一個距離ℎ，沒有任何轉

動。試求車子的鉛直位移𝑧與角位移𝜃隨時間的變化。 

C 

𝑙1 

後 前 

𝑙2 

 𝑘1 
𝑘2 

𝑧 
𝜃 

圖 1  

𝑧 = 0 
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二、 負離子之電偶極束縛態 

(a) 許多非球形分子的正負電荷中心不重合而形

成電偶極，如右圖 2所示，其中 O為原點，某

一分子的正負電中心之電荷為 𝑞與−𝑞，均位於 z

軸上，其位置分別為𝑧 = 𝑑/2與𝑧 = −𝑑/2。設電

偶極之電偶極矩𝑝 = 𝑞𝑑，若 A點之方向與 z 軸

之夾角為𝜃，且其距原點 O之距離𝑟遠大於兩電

荷的距離，即𝑟 ≫ 𝑑。設無限遠為位能零點，試

求 A點之電位(精確到電偶極矩𝑝的一次項)，並

求沿r̂方向和θ̂方向之電場。 

  

(b) 有一些帶負電荷之負離子是由中性分子之電偶極𝑝與電子

束縛而成。如圖 3所示，分子的電偶極為沿 z軸方向，假

設分子固定於原點且其電偶極是固定的，已知一電子的電

荷為−𝑒(𝑒 > 0)，質量𝑚，且由量子物理可知對 z軸之不為

零的角動量最小為ℏ，若電子被束縛在對電偶極張角為𝜃之

錐形筒上且與 z軸垂直的平面相交之圓形軌道上運動。若

𝑟遠大於中性分子長度，試求cos𝜃的數值，以及電子相對

於原點之角動量的 z軸分量，並求出要能束縛電子在上述

圓形軌道上，中性分子所需具備之最小的電偶極矩𝑝為

何？ 

 

(c) 當分子為球形時，在未加電場前，因球形對稱的分子其正負電荷中心是重合的，

故分子不具固定的電偶極矩。若某一中性分子之正負電荷可以視為兩均勻帶電且

半徑為𝑎之球體，如下圖 4所示。在外加電場 E 下，正負電荷中心分離最後達一

平衡位置，假設在各球體之電荷分佈不變，且兩球體中心分離距離甚小於半徑𝑎，

試求此分子之電偶極矩。 

(d) 利用以上結果，假設此分子的正負電荷中心在電場下瞬間達到平衡位置，已知一

電子在以該分子為中心之半徑為 R的圓形軌道上運動，且 R甚大於兩球體中心分

離距離，試求此帶一負電荷之負離子的能量(設無限遠為位能零點)。 

 

  

O 

 
𝑟 

 

A 

r̂ 

θ̂ 

−𝑞 

𝑞 

z 

圖 2 

 

外加電場：𝐸 

 

圖 4 

正電荷球體 負電荷球體 

 𝑟 𝑝 

𝑧 

 

𝑒 

圖 3 
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三、 磁場中運動的帶電粒子 

考慮一個質量為𝑚、電荷為𝑞的粒子在磁場中運動。 

(a) 若磁場為均勻，即𝑩(𝐫) = 𝐵0𝑧̂，其中𝐵0為一定值。當 時，粒子的初速𝑣0等於

𝑣⊥,0𝑥̂ + 𝑣∥,0𝑧̂。證明此粒子的運動軌跡為一螺線，並求此迴旋運動且在𝑥 − 𝑦平面

上之角速度和𝑧方向的速度。 

(b) 設 s為迴旋運動的半徑，由(a)的結果，求此粒子沿𝑧方向的角動量𝐿0。 

(c) 若磁力線分布是圓柱形對稱(無繞𝑧軸旋轉分量)，如下圖5所示，及𝐵  = 𝐵𝑟 r̂ + 𝐵𝑧ẑ，

其中r̂是𝑥 − 𝑦平面上徑向的單位向量，且在同一𝑥 − 𝑦平面上
𝜕𝐵𝑧

𝜕𝑧
近似於一個定值𝛽，

即
𝜕𝐵𝑧

𝜕𝑧
~𝛽，與徑向距離𝑟無關。由於磁力線是封閉曲線，依據磁的高斯定律有下列

關係： 

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟𝐵𝑟) +

𝜕𝐵𝑧

𝜕𝑧
=

𝐵𝑟

𝑟
+

𝜕𝐵𝑟

𝜕𝑟
+

𝜕𝐵𝑧

𝜕𝑧
= 0 

求
𝜕𝐵𝑟

𝜕𝑟
與𝛽的關係式。 

註：𝜕表示為偏微分，在此題中其作用如全微分，即 
𝜕

𝜕𝑟
(𝑟𝐵𝑟) = 𝐵𝑟 + 𝑟

𝜕𝐵𝑟

𝜕𝑟
。 

 

(d) 承上小題，若磁場很弱，且在軸向變化很緩慢，因此帶電粒子在𝑥 − 𝑦平面上的迴

旋運動，會使其產生一個等效的磁偶極矩，求此磁偶極矩，以及粒子沿ẑ方向所

受的力。(提示：此磁偶極矩不會隨時間變化)  

 

(e) 隨 z變化的磁場可以用來造出「磁瓶」，它可以把帶電粒子的運動限制在有限的範

圍內。由(d)小題的結果，若𝐵1，𝐵2分別是最小及最大的ẑ方向磁場量值，求
𝑣∥,0

𝑣⊥,0
⁄

必須小於何值，帶電粒子才不會跑出「磁瓶」的範圍。(假設粒子的初始位置是在

最小磁場) 

 

  

0t 

𝐵   𝐵𝑧 

𝐵𝑟 

r̂ 

ẑ 

圖 5 
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四、 地球表面的溫度模型 

太陽光到達行星的大氣層後，有一部分(其比率以𝑟表示)會被反射回外太空；剩餘的

部分1 − 𝑟 ≡ 𝛼 (數據見下表一)，則可被大氣與行星表面完全吸收，再以紅外線向外

太空輻射。我們假設太陽、地球與金星表面的輻射均可視為理想黑體輻射，且已知太

陽黑體輻射的溫度 𝑇S  =  5780 K，下表為太陽、地球與金星的一些其他數據。以下各

部分的題目中所稱的溫度，指的一律是絕對溫度。 

 

表一：吸收率列表 

 平均半徑(m) 到太陽的平均距離(m) 太陽光被吸收的比率𝛼 

太陽 𝑅S = 6.96 × 108 - - 

地球 𝑅E = 6.37 × 106 𝑅E−𝑆 = 1.496 × 1011 70.0 % 

金星 𝑅V = 6.05 × 106 𝑅V−𝑆 = 1.08 × 1011 23.0 % 

 

A部分(無溫室效應)： 

(a) 試求太陽光到達地球大氣層頂端表面時，每單位面積的入射功率(即太陽常數φ)。 

(b) 假設溫室效應不存在(或沒有大氣層)，但前小題中到達大氣層頂端的太陽輻射能，

仍有𝛼的比率抵達行星表面。當地球與金星表面的溫度達到穩定態時，試分別求

出兩者黑體輻射的溫度𝑇E (地球)與𝑇V(金星)，此種溫度以下稱之為｢有效溫度｣。 

 

B簡易溫室效應模型： 

我們假設地球的大氣層共有兩層，即對流層與同溫層，且對流層與同溫層互相接觸(即

假設對流層頂的厚度為零)，兩層的界面離地表的高度為H = 11 km。假設就等效的黑

體輻射而言，對流層的有效溫度為𝑇1；而同溫層可視為溫度為𝑇2的等溫層，對紅外線

具有很小的吸收率𝑎 (𝑎 ≪ 1)。假設對流層的溫度𝑇(𝑧)，隨離地高度𝑧以線性的方式降

低，且在頂部𝑧 = 𝐻處等於同溫層的溫度𝑇2，以致其變化可表示為 

𝑇(𝑧) = 𝑇2 + (𝐻 − 𝑧)𝛾                                                                          (1) 

上式中的𝛾代表對流層大氣溫度的直減率，其值為 6.5 K/km，地表位於𝑧 = 0。依上

述數據與(b)小題的結果，當溫度達穩定時，試求： 

(c) 同溫層溫度 𝑇2與對流層有效溫度𝑇1之間的關係。 

(d) 對流層有效溫度 𝑇1 的值。 

(e) 同溫層溫度𝑇2的值。 

(f) 地球表面平均溫度 𝑇(0) 的值。 
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五、 平凸透鏡的焦距 

(a-1) 如圖 6 所示，當平面光波垂直入射一

平凸透鏡的鏡面時，由於鏡面中央部

分的厚度大於邊緣部分，且在透鏡介

質內的光速小於在空氣中的光速，故

同一波前的邊緣部分較其中央部分，

超前透出透鏡，因此透射後的光波形

成一向後凸出的近似球面波前。依據

惠更斯原理，該球面波前將會聚在主

軸上的一點，即焦點 F。焦點至鏡面

中心的距離為焦距𝑓1。假設該透鏡的

中央厚度𝑑1 = 0.50 cm，鏡面直徑

𝐷1 = 5.00 cm，透鏡介質的折射率𝑛 = 1.66，以近似球面波前，求透鏡的焦距𝑓1。 

(a-2) 已知在空氣環境中透鏡造鏡者公式為
1

𝑓
= (𝑛 − 1) (

1

𝑅1
−

1

𝑅2
)，其中 f為焦距、𝑛為透

鏡之折射率，𝑅1為光入射透鏡面之曲率半徑，𝑅2為光射出透鏡時該面之曲率半徑。

若直接應用薄透鏡之造透鏡者公式計算(a-1)小題中平凸透鏡之焦距，則該平凸透

鏡的焦距𝑓1為何？ 

(a-3) 上述兩者的計算所得之焦距𝑓1數值不同，試以球面波前與造鏡者公式，說明數值大

小差異的原因。 

(b) 若以強光透射介質時，介質的折射率

n會因光強而異，可寫為𝑛 = 𝑛0 + 𝑎𝐼，

式中𝑛0為正常的折射率（在弱光照射

的情況下），𝐼代表光強，𝑎為一常數。

圖 7 所示為一均勻的正方形玻璃板，

厚度𝑑2 = 10.0 cm，假設平面強光波

垂直入射於玻璃板面，入射光的強度

分布如下式： 

𝐼(𝑟) W/cm2 = {
2.00 × 1013 × (−𝑏 + √106 − 𝑟2)，  若𝑟 ≤ 2.50 cm

0，                                                                 若𝑟 > 2.50 cm
 

 式中𝑏 = √106 − 2.502  𝑐𝑚，為一常數；𝑟為光束截面上距其中心點的徑向距離。

已知該玻璃板的正常折射率𝑛0 = 1.66，參數𝑎 = 5.00 × 10−15 𝑐𝑚2/𝑊。應用惠更

斯原理，解釋為何透出玻璃板的光波，將會聚於一點？並求出該玻璃板的焦距 f2

為何？ 

 

 

  
 

 

  

  

  

  

  

d1 

D1 

圖 6 

F 

f1 

 

 

  

 

  

  

  

  

  

d2 

圖 7 

f2 

F 
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六、 凡得瓦吸引作用下的原子力顯微術 

原子力顯微術是利用一個探針，對物體表面的物理性質進行探測。當探針與物體表面

距離為 5 nm時，會感受到凡得瓦吸引力。此題僅考慮受到凡得瓦吸引力作用的原子

力顯微系統。上述之系統可以簡化如圖 8所示之一維簡諧振盪系統；其中探針的針尖

簡化為一個半徑為 𝑅1 的球，懸臂上下移動改變針尖與樣品的距離𝑍，懸臂與探針的連

結簡化為力常數為 𝑘 的彈簧，而樣品表面視為一無限大的平整表面。當探針和樣品受

到凡得瓦耳力作用時，探針會向下偏移 𝛿，且與樣品的距離為 𝐷。也就是說，若針尖

與樣品表面兩者間沒有凡得瓦耳力作用時，兩者的距離為 𝑍，且 𝑍等於 𝛿 + 𝐷。 

 
首先考慮此一維簡諧振盪系統熱擾動問題。因為探針距離表面很近，約5 nm，所以

當在室溫操作時，不希望受到太大的熱擾動干擾，而造成量測的誤差。因此需要先在

室溫實驗時，找出合適力常數𝑘 的探針。 

(a) 若在室溫為300K時，期望測量的平均熱擾動誤差方均根值小於0.1 nm，估算力常

數𝑘 的最小值為何？ 

為了要探討探針與平面樣品間的作用，先假設樣品是一個半徑為𝑅2的球，當𝑅2 ≫ 𝑅1

的情況，即近似一個球型探針與一平整樣品的系統。如圖 9所示，半徑各為𝑅1和𝑅2的

兩實心球，表面相距為𝐷，兩者間因為凡得瓦耳力作用的位能如下(1)式所示： 

−Γ {
2𝑅1𝑅2

𝐷2 + 2𝐷𝑅1 + 2𝐷𝑅2
+

2𝑅1𝑅2

𝐷2 + 2𝐷𝑅1 + 2𝐷𝑅2 + 4𝑅1𝑅2

+ 𝑙𝑛
𝐷2 + 2𝐷𝑅1 + 2𝐷𝑅2

𝐷2 + 2𝐷𝑅1 + 2𝐷𝑅2 + 4𝑅1𝑅2
}                                       (1) 

其中Γ為一探針與樣品材質的相關數值，試回答下列問題。 

圖 8：原子力顯微系統簡化模型 
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(b) 若
𝑅2

𝑅1
→ ∞，且𝐷 ≪ 𝑅1時，則圖 9情況近似圖 8，而樣品表面為一平面，則(1)式之

位能可以化簡為 −𝛼
𝑅1

𝐷
，求𝛼之表示式。 

(c) 由(b)知探針和一平整樣品系統間的凡得瓦力所造成的位能等於 −𝛼
𝑅1

𝑍−𝛿
，當探針

和一平整樣品維持力平衡時，𝛿必須滿足方程式：𝛿3 + 𝑎𝛿2 + 𝑏𝛿 + 𝑐 = 0，求

𝑎、𝑏和𝑐的表達式。(以𝛼、𝑅1、𝑍和𝑘表示之。) 

(d) 承(c)小題的討論，當探針與平整表面之距離𝐷小於某一特定值ℓ時，探針會被因為

凡得瓦力作用而被吸附於樣品的表面，請問ℓ為何？當𝐷 = ℓ時，𝛿為何？(均以𝛼、

𝑅1、𝑍和𝑘表示之。) 

(e) 已知實際的狀況下，𝛼~10−19J，探針的半徑約為50 nm，利用(a)所得之𝑘，計算ℓ

的數值。 

 

𝑅1 𝐷 

圖 9  

𝑅2 


